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हाप्ट्रीस दोध्विक झनुसंज्रान और पशिक्षण परिषद 


(शा) 


श्री शान्ति नारायण और श्री मोहन लाल ने जिस परिश्रम और शीघ्रता से परिपक्व अनुभव और 
दृढ़ निश्चय के साथ इस पुस्तक का सृजन किया है, राष्ट्रीय परिषद्‌ उसके लिए प्राभार प्रदर्शन करती है। 
हम भ्रन्य सैकड़ों पाठकीं के साथ उस दूसरे भाग की प्रतीक्षा कर रहे हैं, जिसकी पहले ही से माँग है। श्री 
शांति नारायण और राष्ट्रीय परिषद्‌ की ओर से इस पुस्तक के संबंध में पाठकों के सुझाव श्रामंत्रित हैं । 


नई दिल्‍ली एल० एस० चंद्रकांत 


आंमुख 

सारे संसार में अनेक व्यक्ति नई परिकत्पनाशों और तकनीकों से युक्त गणित की रचना करने में 
व्यस्त रहे हैं । इन परिकल्पनाओ्ों और तकतीकों का उस समाज पर बहुत गहरा प्रभाव रहा है जो 
क्रांतिकारी परिवर्तनों में से गुजर रहा है | तथापि इस विकास का हमारे देश में गणित-शिक्षण (भ्रनुदेश) 
के कार्यक्रमों पर, विशेष रूप से स्कूल स्तर पर कोई प्रभाव नहीं पड़ा था। उच्चतर माध्यमिक स्कूलों में 
छात्रों को जो कुछ श्राज पढ़ाया जा रहा है, कदाचित वही उनके बाप-दादों को भी पढ़ाया जाता था । 
इसका भ्रथ यह है कि हमारा शिक्षण (प्रनुदेश) गणित के विकास के साथ कदम मिला कर नहीं चल 
पाया | परिणाम यह है कि हम अपने राष्ट्रीय बिकास के परिवर्धन में गणित का उतना विस्तृत उपयोग नहीं 
कर पाए हूँ जितना भ्रत्य लोगों ने किया है। साथ ही, गणित-रचना की प्रक्रिया में हम पूर्ण रूप से भाग 


नहीं ले पाए हैं । 


ग्राधुनिक गणितीय विचार भारत के कुछ स्नातकोत्तर पाद्यक्रमों में प्रतिबिम्बित होने लगा है । किन्तु 
दुर्भाग्य से, यह केवल अध्यारोपित ही है और गणितीय विकास के विकास संबंधी गृण को पहचान सकते 
में यह प्रसुफल रहा है। यदि ऐसा न होता तो स्कूल के गणित-कार्यक्रम श्राधुनिक गणितीय विचार श्रर्थात्‌ 
तथाकथित प्राथमिक गणित के विकास से प्रभावित होते। इस प्रकार गणित के' विकास और स्कूल की 
विभिन्न कक्षाप्रों में गणित-शिक्षण के मध्य सतत अंतर्सप्रेषण बनाए रखने की श्रावश्यकता है। हर दस 
वर्ष में दुगुने हो जाने वाले गणितीय ज्ञान के प्रचार-प्रसार के साथ गणित-शिक्षण के कार्यत्रमों के सुधार के 
लिए सतत प्रयत्न भी समान रूप से प्रभीष्ट हैं। 


यहाँ प्रस्तुत की जा रही गणित-सामग्री उस गणित से भ्रधिक प्रेरणादायक एवं रोचक सिद्ध होगी' 
जिसे हम लोग अभी तक अपने स्कूलों में पढ़ाते रहे हैं श्रौर जिसका भ्र्थ केवल कुछ नियमों को याद करना 
मात्र रहा है। यह सोचना गलत होगा कि इस नई सामग्री से कठिताई बढ़ जाएगी । हालाँकि दुर्भाग्य से 
ऐसा सोचा जाता रहा है। पर हमें ऐसी भावना को प्रश्नय नहीं देता चाहिए। नए कार्यक्रम को जाने बिना 
उसके बारे में गलत सोचना या उससे डरना ठीक न होगा । 


अपरिभाषित परिक्रत्पनाओं और भ्रसिद्ध प्रस्थापना्रों से प्रारण करके विषय के स्वतः सिद्ध प्रस्तुतीकरण 
का उद्देश्य यद्यपि इस स्तर पर अभीष्ट नहीं है, तथापि हमें ग्राशा है कि वर्तमान प्रस्तुतीकरण परिभाषाश्रों 
भ्ौर प्रमाणित करने की प्रक्रिया का भ्रवबोधन ग्रहण करने की छात्रों की वर्तमान परिषक्वता की दृष्टि 
से उनका सहायक सिद्ध होगा। खेद की बात हैं कि लोग सोचते रहे हूँ कि जहाँ रेखागणित में हम सिद्ध करते 
हैं, वहाँ बीजगणित में केवल करके ही रह जाते हैँं। ऐसा सोचता सचाई के साथ न्याय करता नहीं है। 


(शांत) 


छात्र इस पुस्तक की मूल भावना को वास्तव में हृदयंगम कर सकें, इसके लिये उन्हें केवल इन 
भ्रभ्यासों को करने की बजाय, पुस्तक पढ़ने की' सहायता दी जाती है। प्रुस्तक को ध्यान से पढ़ने के श्रलाबा 
झौर कोई विकल्प नहीं है। अध्यापक को चाहिए कि वह छात्र को पढ़ने झौर पढ़े हुए को अंतर्धारित करने 
के लिए प्रोत्साहित करे । 


यह्‌ पुस्तक विषय वस्तु और प्रस्तुतीकरण की दृष्टि से ऋंतिकारी परिवतंन प्रस्तुत करती है फिर 
भी छेखकों का ऐसा कोई दावा नहीं है कि अपेक्षित विषय पर यही पुस्तक सब कुछ है। तो भी यह अनुरोध 
किया जाता है कि इसका उपयोग किया जाए.। यदि यह पुस्तक रचनात्मक सुझाव देने वाली लाभप्रद चर्चा- 
ओों को जन्म दे सकी तो लेखकों का परिश्रम सार्थक सिद्ध होगा । 


इस पुस्तक को प्रकाशित करने के लिये राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान श्रौर प्रशिक्षण परिषद्‌ के प्रति 
लेखक हुय आभारी ' हैं। सभी ओर से प्राप्त होने वाले हादिक सहकार इस दिशा में सुधार हेतु शुभ लक्षण 
हैं। परिषद्‌ ने अपने विज्ञान शिक्षा विभाग के वरिष्ठ अनुसंधान अधिकारी श्री रामचरण शर्मा की सेवाएँ 
प्रदान कीं जिन्होंने पांडुलिपि पढ़कर काफी उपयोगी सुझाव दिए । पुस्तक-निर्माण में मिली सहायता के 
लिए हम कुमारी नीलिमा के प्रति भी आ्राभारी हैं। राजेन्द्र प्रिटर्ज़ और विश्ेषतः श्री रवीन्द्र ग्रप्ता भी 
अनुवाद के मुद्रण की सुन्दरता के लिए धन्यवाद के पात्र हैं। 


दिल्ली | शात्ति नारायण 
मोहन छाल 


अनुवादकीय 


नए भारत में नई पीढ़ी द्वारा माध्यम-परिवतंन की माँग सवंधा उचित हैं। सरकारी और गैर- 
सरकारी स्तर पर इस माँग को पूरा करने के प्रयत्न भी होते रहे हैं। इस दिल्या में सबसे बड़ी कठिनाई 
गणित श्र विज्ञान की मानक पाठ्यपुस्तकों को भ्रभाव मानती जाती रही है | अध्यापक होने के नाते इस 
प्रभाव को दूर करने में यथाशक्ति सहायक होना हम अपना उत्तरदायित्व समझते थे। यह अभिलाषा 
प्रिसिपल शान्ति नारायण जी के सत्परामश से प्रस्तुत अनुवाद के रूप में क्रियान्वित हुईं । 


प्रचलित अनुवादों में शब्दानुवाद की प्रवृत्ति प्रधान रहती है। संभवत: इसका कारण यह है 
कि ग्रधिकतर ग्नुवादक या तो विषय से अ्रनभिज्ञ होते हैं, या भाषा से | प्रस्तुत कार्य में हम लोगों ते 
पारस्परिक सहयोग से इस बाधा पर विजय प्राप्त की है। हमारा विश्वास है कि पाठकों को यह पुस्तक 
श्रनुवाद की प्रपेक्षा मौलिक रचना श्रधिक प्रतीत होगी । हम लोगों ने मूल पुस्तक के भावों की रक्षा करते 
हुए भाषा की प्रकृति का भी पुरा ध्यान रखा है। फिर भी कहीं कहीं विषय की प्रतिबद्धता के कारणा 
हिन्दी की प्रकृति के प्रतिकूल वाक्य रचना करनी पड़ी है। उदाहरणार्थ “श्रधिक है'''से,” “ब्वंड है''' 
का” आदि को लिया जा सकता है। 


भाषा की भिलष्टता का परिहार करने की भी यथासंभव चेष्टा की गई है। पाठकों को जहाँ 
कहीं विलष्टता दिखाई देगी, वहाँ पारिभाषिक शब्दों ग्रौर वाक्‍यों की श्रतिवार्यता ही कारण रही है । 
उदाहरणार्थ निर्मेयों में पारिभाषिक अनिवायंता न होने से भाषा सहज हो गई है । 


पारिभाषिक दब्दों का अधिकतम चुनाव भारत सरकार द्वारा स्वीकृत शब्दावली में से किया 
गया है। परंतु कई स्थात्तों पर डा० रघुवीर की (0॥9०शाशाशरार० जिश्वीकि-निए्ता 0]000907ए को 
प्राथमिकता देनी पड़ी है। जैसे, 700॥0॥०॥७१ 00-९हिणंश्ा8 के लिए भ्रमासकक्‍त गुणांक न लेकर पृथक्‌- 
कृत गुणांक लिया गया है । कहीं-कही 'खुले कुपन' (090॥ #॥७४/»॥७॥५४) जेसे नए शब्द भी ढूँढ़ने 
पड़े हैं ! 

अंकों और प्रतीकों के प्रयोग में भ्रतर्राष्ट्रीय पद्धति को स्वीकार करता पड़ा है। इसका मुझ्य 
कारण बहु-प्रचलन है! सामान्यतः, दूसरे देशों की भाषाओ्रों में भी इसी पद्धति को प्रपनाया ग्रगा है। 
साथ ही उच्चस्तरीय श्रध्ययन और शोध कार्य में इसी पद्धति के प्रचलित होने से हमारे पाठकों को भविष्य 


में कठिनाई नहीं होगी । ' 
पाठकों की सुविधा के लिए पुस्तक के श्रंत्त में पारिभाषिक शब्दों भौर वाक्यांशों की हिन्दी- 
अंग्रेजी सूची भ्रकारादि क्रम से दी गई है । इसी प्रकार पुस्तक के प्रारंभ में प्रतीक-सूची भी संलग्न है । 
इस कार्य में जिन व्यक्तियों और संस्थाओ्रों का सहयोग हमें प्राप्त हुआ, उनके प्रति आभार प्रद- 
दोन' करना हमारा पुनीत कत्तंव्य है। सबंप्रथम इस कार्य के प्रेरणा-स्रोत श्रद्धेय प्रेतिपल शात्ति वारायण 


५ 


गीत गा खोज है। फ़ास एह को गए कृत बाकि हू है पे 
तर की मद के जाती गति पतले के हिए है दी शक आशत और 
गक्ष पतिर्‌ के भी गाशरी है 


गा गा गे हत गधाो के और अवाक्षो ते किए विचि ग्ोगी 
पि हा तो है गे आदत को गत पी 


पवार कि भी भा के ही हद मे लोग करो । 


मो, ृणा 
गा! भौद 


प्रतोक-सूची 
(॥॥5६ ०४ 59४790०5) 


भुख्य सम्रुच्चयों के प्रतीक (?'एंग्रणं99] 5७68) 


ए धघन-संख्याश्रों का समुच्चय पृफ& 86% 067 ग्रणापाशर गप्रश्िश'& 

यू भिन्‍नों का समुच्च॒य पफछ डछ छा ईाछठकी णाह 

॥ पूर्णों संझ्याओं का समुच्चय एफ 86% 0 774०2ू.७०8 

५, अंन्शन्य परिभेय संख्यात्रों का समुच्चय [ुएछ& इक एा ग्रणा-2070 #छ7079ै 8 


९. परिमेय संख्याश्रों का समुच्चय प्रफछ 800 0 ॥६४र०ा8) एप्रात)छ78 
सपुच्चयों झ्रोर तर्कशास्त्र के प्रतीक (85% ४00० 0झव0) 

हा समुच्चयों का संघ एफ्रांठ0 छा इ०+8 

/ समुच्चयों का स्व निष्ठ प%67 866407 0०00 86045 
€ निहित है 3600728 ॥० 

८ निहित नहीं है स्‍0068 ४06 ७००गठ्ठ 8० 

(८ उपसमुच्चय है 8 & 8प0-80% ० 

४ वस्तु-रहित समुच्चय एप]! 80% 

४ सभी के लिए फकफ थी 

जहाँ (जिसके लिए) जिप्रती] #098% 

के फलस्वरूप 79%7658 

फलस्वरूप है'* के ई.8 ंग्रा)#60 99 

तुल्यरूप है'' 'के -8 एपुप्रांएछ/७7% +$0 

विद्यमान है एपाछए७ 008 


री 


पु 


संयोजकों के प्रतीक ((0070]009॥7078) 
-++ योग *तदाक्र00 

25 गुरात्त जपकाएऑआक्तं 07 
--+ वग्यवकल'शन जिग्रा7४8 ०॥07 
“5 विभाजन 3एंहा057 

संबंधों के प्रतीक (7%०]४४07५) 


उ- बराबर है'*'के 5 र्व॒ुपच्को $+0 
हज बराबर नहीं है'' 'के वृु्च जातक &पुप्छों +#0 
> अधिक है'''से 8 ्लए8७४७7० कॉंपका) 


नया है # है ४ /, 


(हक) 


' न्‍्यून है'*'से व ॥688 फीक्षस | 


अधिक है*''से श्रथवा बराबर है! 'के व्ठ छक्का धिाकह्षण 67 लदूपथ 4० 
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3, भूमिका 


गणित के साथ बच्चे का प्रथम संपर्क गणन-संरु्यांञ्रों श्रथवा धन-संझ्याश्रों की पढ़ाई आरंभ 
होते ही हो जाता है । 


वस्तुओं के विभिन्‍त समुच्चयों के परिचय से बच्चे का गणन-संझ्यात्रों का बोध विकसित होता 
है । किसी प्रकेली वस्तु के प्रत्येक समुच्चय के साथ वह संख्या 'एक' का संबंध जोड़ना सीखता है। फिर 
अकेली वस्तु वाले किसी समुच्चय में एक तई वस्तु मिला देने पर एक और समुूच्चय बन जाता है जिसका 
संबंध संख्या 'दे/ से होता है। झ्रागे चलकर ज्यों-ज्यों हम पहले बने हुए समुच्चयों में एक-एक करके नई 
बस्तुएँ मिलाते जाते हैं त्यों-त्यों ऐसे समुच्चय बनते जाते हैं जिनका संबंध उत्तरोत्तर संख्याभ्रों 

तीन, चार, पाँच, छ४, सांत' 7" "५० ५१९५५५* 

से होता है । 

संज्याओं के इस प्रकार बने हुए समुच्चय को घन-संख्याश्रों का समुच्चय कहते हैं । 

नई वस्तुझों को मिलाने की यह प्रक्रिया स्पष्ठतः अनंत है । इसका भ्रश्निप्राय यह है कि कोई भी 
धन संझ्या अंतिम नहीं है भौर प्रत्येक धन-संख्या की उत्तरवर्ती धत-संख्या होती है । इसी भ्राधार पर धन- 
संख्यात्रों के समुृच्चय को अनंत कहा जाता है । 

इस प्रकार धन-संख्या्रों के अनंत समुच्चय के प्रत्येक क्रग को पुथक रूप से व्यक्त करने के किए 
भ्रसंख्य प्रतीकों की श्रावश्यकता होगी । ब्रतः थोड़े से मूल-प्रतीकों के द्वारा धन-संख्यात्रों को प्रस्तुत करने की 
विधि प्रावश्यक हो जाती है । इतना ही नहीं, इस विधि की वेज्ञानिक भ्रौर भ्रंतर्राष्ट्रीय स्वीकृति विविध 
स्तरों पर पारस्परिक विचार-वितिमय के लिये नितांत भ्रावश्यक है । स्पष्ठतः विभिन्‍न व्यक्तियों द्वारा 
विभिन्‍त विधियों के प्रमोग से भ्रव्यवस्था उत्पन्त हो जाएगी । 


ग हे बीजगणित्त 


विश्वसभ्यता के सौभाग्य से इन दोनों श्रावश्यकताओों की पूर्ति करने वाली विधि का आवि- 
ष्कार भारत में हिन्दुओं ते किया। स्थान-मान पढद्वति के नाम से प्रसिद्ध इस विधि से हम किसी भी नियत 
धन-संख्या को थोड़े से परिमित प्रतीकों द्वारा अभिव्यक्त कर सकते हैं। साथ ही इस विधि के ग्रहरा से 
संख्याश्रों के योग भौर गुणुन की प्रक्तियाएँ सरल हो जाती हैं । 

: स्थान-मान पद्धति की आधारभूत धारणा से किसी भी धत-संख्या को दो श्रथवा श्रधिक मूल 
प्रतीकों से प्रस्तुत किया जा सकता है। मूल प्रतीकों की विभिन्‍न संझ्याश्रों के प्रयोग से विभिन्‍न पद्धतियाँ 
बनती हैं । ये पद्धतियाँ विभिन्‍न संख्यान पदुतियाँ भी कहलाती हैं। इनमें सर्वाधिक प्रचलित दशुभल्षव पद्धति 
है । इस पद्धति में 0” प्रतीक के साथ निम्तलिखित नौ प्रतीकों का प्रयोग होता है : 

], 2, 3, 4, 8, 6, 7, 8, 9 
'0' प्रतीक को हिन्दुओं ने शून्य कहा भौर इसी को श्रंग्रेजी भाषा में जीरो (2७7०) कहते हैं । 
उदाहरणार्थ, संख्या तीन सौ सेंत।ल्लीस को दशभलव पद्धति में 


847 
लिखा जाता है । 
इस प्रकार 347८-39 » 0 2:0--4 ८ 0 +- 7 
न59 ८ व00--4 »८0 --7 


इसमें प्रत्ञीक 3, 4, 7 क़मशः 
. 3 सैकड़ों, 4 दहाइयों, 7 इकाइयों 
के लिए हैं। 
प्रतीक 8, 4, 7 के स्थानों को बदलने पर निम्नलिखित संख्याएँ बन जाती हैं : 
874--8 >८ 0 »८.0-|-7 ५८ 0--4--8 »८ 00-|-7 ५८0 --4 
437 ८६4 ८ 0 2 0 -- 8 % 0-|-7--4 »८ 00 --8 ५८ 0 --प 
478--4 २८ 0 *(0 -|-7 » 0-- 8--4 ५८ 00 --7 +८0 -|- 8 
7834-०7 2८ 0 २0 -|-8 »८ 0-[-4:-7 १८ 00 -|-8 ५८0 -|- 4 
748 --7 »(0 ५0 --4 »८0-- 8-57 २९ 00 --- 4 ८ 70 --3 
'इत तीनों अंकों में से दाई झोर का प्रथम अ्रंक इकाइयों को, उसके बाई ओर अगला अंक 
दहाइयों को भर उसके भी बाई ओर का अंक दप्त दहाइयों (सैंकड़ों) को व्यक्त करता है । 
एक और उदाहरण लीजिए । धत्त-संड्या तीन सौ चार को दशमलव पद्धति में 
304 
लिखेंगे । इस प्रकार इसमें चार इकाइयाँ श्रौर तीन सैंकड़े हैं, परंतु दहाई कोई नहीं । 
दूसरे शब्दों में ह 
304:-3 *८0 %८ 0--- 4--3 ८ 00 -[-4 
इसी भाँति छात्र 587, 39, 5829 जैसी कुछ संझ्याएँ विस्तृत रूप में लिखें । 
स्थान-मान पद्धति के श्रनुसार धन-संख्याश्रों को व्यक्त करने के लिए प्रतीकों की किसी दिशेष 


धत-संख्याएँ ; संयोजन श्रौर संबंध 8 


संख्या का प्रयोग करना अनिवार्य नहीं है । हम कितने ही प्रतीक ले सकते हैं और इनकी भिन्‍न-भिन्‍न संख्यात्रों 
से विभिन्‍न पद्धतियाँ बन जाएँगी । थ्द्यपि प्रायः सभी उद्देश्यों के लिए दशमलव पद्धति का प्रयोग होता रहा 
है भ्रौर हो रहा है, फिर भी 
0, ! 
प्रतीकों वाली द्वि-आधारी पढ्ति कुछ समय से विज्ञान में बहुत महत्त्वपूर्ण हो गई है। तीन गति 
वाले कम्प्यूटरों का काम दवि-आधारी पद्धति के प्रयोग से ही होता है। यह उल्लेखनीय है कि तीन्र गति से 
सभी प्रकार की संख्यात्मक गणना करने वाले कम्प्यूटरों के नवीन विकास ने वैज्ञानिक अनुसंधान के नए 
क्षितिज खोल दिए हैं। उदाहरण के लिए स्पुतनिक बनाने में जितनी अधिक गणानाओं की श्रावर्यकता 
है, वे कम्प्यूटर के बिना श्रसंभव ही रहती | यह भी उल्लेखनीय है कि कम्प्यूटर द्वारा हम “४ ' का सूल्म 
8 घंटे 40 मिनट में 0:264 ददममलव स्थानों तक मिकाल पाए हैं । 
इस पुस्तक में प्रायः दशमलव पद्धति का ही प्रयोग किया गया है । दूसरी पद्धतियों का प्रयोग 
करने पर उतका विशेष उल्लेख कर दिया गया है । 
संख्याएँ और संख्यांक---कभी-कभी हम संख्याझ्रों और संख्यांकों में भेद करते हैं । संख्या एक 
धारणा है और संख्यांक उसका एक प्रतीक है। किसी एक संझ्या को हम अनेक संझयांकों में व्यक्त कर 
सकते हैं । उदाहरणार्थ 
2-[-4, 29८ 3, 9--3, 24-:-4, 6 
संड्या 6 के लिए ही विभिन्‍न संझ्यांक हैं । 


प्रदनावलीं 
जाँच कर देखिए कि प्रत्येक वर्ग के संख्यांक एक ही संख्या को व्यक्त करते हैं 
अथवा नहीं । 
(*) 89८7 तथा 20--8 (४) 99८8 तथा 89 
(४8) 8---2 तथा 6--9 (४०) 9-- (8 >< 2) तथा 2 
(०) 72-- (5 »< 2) तथा 4-:-2 ; 
(०४) 80-:-(4--9) तथा (86---4) +- (86--9) 
(०४४) 9--(7--2) तथा 2--(86 + 3) (०४४४) (8--2)+-# तथा 3--(2--4) 
(४8) 2» (9--6) तथा (2८ 9)--(2 2८ 6) 
यह उल्लेखनीय है कि विभिन्‍न स्थान-मान पद्धतियों में एक ही संख्या को व्यक्त 
करने वाले संख्यांक भिन्‍त-भिन्‍न होंगे । पुस्तक के परिशिष्ट भाग में इसकी व्याख्या विस्तार 
से की गई है । 
एक ही संख्या को व्यक्त करने के लिए. यवन, रोमन, प्रबी श्रादि भिन्‍्स-भिन्‍न 
संख्यांक भी होते हैं । 
सिद्धांत में संख्या: भौर संख्यांक का भेद महत्त्वपूर्ण है परंतु व्यवहार में हम ऐसा 
भैद नहीं करेंगे । 


4 बीजगणित 


2. योग और भगरन संयोजनों के मुल नियम 

यह मानकर कि श्रव छात्र योग और गुणन संबंधी किसी भी परिकलन को करने में कुशन हैं, हम 
इस श्रष्याय में उनका ध्यात परिकलत करने की पद्धतियों में निहित मूल गुणधर्मों की ओर आकृष्ट करेंगे। 
हम यहाँ पर विभिन्‍न संयोजनों को नई दुष्ट से देखने श्रौर कुछ विद्यमान मूल तियमों को जानने का प्रयत्न 
करेंगे। भ्रश्य मूल नियमों की भाँति ही मूल नियम भी सरल दिखाई देते हैं परतु बड़े गंभीर और अप्र्थ॑- 
पूर्ण हैं। स्पष्टता भौर ऊपरी क्षुद्रता के कारण इनके मूल स्वरूप का महत्त्व कम नहीं समभना चाहिए । 
यहाँ हम इन नियमों का केवल निर्धारण और उद्लेख करेगे। यह उल्लेखनीय है कि यांत्रिक ढंग से सीखे हुए 
क्रमों और निर्देशों के श्रनुसार किए जाने वाले योग भौर गुणन संयोजनों की प्रक्रियाएँ इत नियमों के 
अस्तित्व और प्रयोग पर आधारित हैं। प्रंततः हमे कह सकते हैं कि ये त्ियम परिकलन क्रियाविधि की 
वेज्ञानिकता को स्पष्ट करते हैं । 

थोणश संगोजन---उदाहरण के लिए हम ? पुस्तकों और + पुस्तकों के दो समुच्चयों पर विचार 
करते हैं। धात पुस्तकों के समुच्चय में चार पुस्तकों का समुच्चय मिलाने से एक नया समुच्चय बनता है 
जिसके साथ हम धत-संख्या 7 -|-4 का संबंध जोड़ते हैं। यह धन-संख्या / शौर 4 का इसी क्रम भें योगफल 
है। इस प्रकार धन संख्या 7 श्रौर $ के फ़मित युग्म के साथ हम धम-संख्या 7-|-$ का संबंध जोड़ते हैं, जो 
उनका योगफल' कहलाती है | इसी भांति हम धन-संख्या ४ श्रीर # के क्रमित युग्म का संब्रंध धत-संख्या 

०-"-9 

से जोड़ते हैं, जो ७ भ्रौर 8 का इसी क्रम में योगफल है । 

अतः किल्हीं दो धन-संस्याञ्रों के क़मित युग्म 6, 8 के साथ हम एक अश्रद्वितीय धन-संख्या का 
संबंध जोड़ सकते हैं, जो उनका योगफल कहलाती है भर जिसे व्यक्त करने वाला प्रत्तीक 

०--0 
है । हस प्रकार धन-संखझ्याओं के समुच्चय में योग-संयोजन की परिभाषा हो गई । 
योग का क्रम-विनिेय नियमम्--यदि पुस्तकों के समुच्चयों के उपर्युक्त उदाहरण में हम चार पुस्तकों 

के समुच्चय के साथ सात पुस्तकों का समुच्चय मिलाते तो नए समुच्चय में पुस्तकों की संख्या पहले वाले 
समुच्चय की संख्या के समान ही होती । इस स्थिति का वर्णोत हम 


4--7--7 -|-$ 
लिख कर करते हैं श्रौर यह देखते हैं कि 4 श्रौर 7 के क्रम-वितिमय से योगफल' नहीं बदलता । इस प्रकार 
4-[-7--7-[- ५ 


एक सच्चा कथन है। जो कथन सच्चा हो उसे सत्य कथन! कहेंगे । और जो कथन सच्चा न हो उसे 
'गिश्या कथन! कहेंगे । 
निम्नलिखित सभी कथन 
2--985-38-+-9, 7-[-95-9 --7, 24 -[- 7 --॥7 -- 2% 
सत्य कथन हैं । 
इस प्रकार हम योग के प्रथम मूल गुगा-धर्म को पहचानते हैं जो योग का ऋम-बिनि्ेय-निम्' 
फहलाता है । 


धन-संख्याएँ : संयोजन और संबंध है 


हमें यहु ध्यात रखना होगा कि ऊपर का प्रत्येक सत्य कथन योग के क्रम-विनिमभेय नियम का 
केवल एक उदाहरणा है, कथन नहीं । नियम का कथन तो इस प्रकार होगा : 


योग का क़म-विनिमेय नियम 


किन्‍्हीं दो धन-संख्यात्रों 6, ? के लिए 
6&--95--9 -- & 
यहाँ ०, ? किन्हीं विशेष धन-संख्याञ्रों के लिए नहीं श्राए हैं। ७ श्रौर 8 के स्थान में कोई भी 
धन-संख्याएँ रखने पर समता सत्य ही रहेगी । उदाहरणार्थ 
यदि ७ज5)3 ग्रौर 0-5४ 
तो 3--85-8 -|- 3 
सत्य है। 
४ प्रशनावली 
. योग के उस नियम का नाम बताइए जिसके श्राधार पर निम्नलिखित कथन सत्य हैं : 
(४) 26-|-27 -- 27 -- 25 (४४) 87-|-44--4५4--87 
(४88) 98 --78--78 -|- 98 (०) 77--9७59--77 
, कुछ ऐसे कथन दीजिए जो योग के क्रम-वितिमेय नियम के आधार पर सत्य हैं । 
निम्भलिखित प्रत्येक कथन सत्य है। प्रत्येक वर्ग में » कौन-सी धन संझ्या है ? 
(४) !8--7 ८-7 --४ (४) 29-]-४5०8--29 
(00) ४--44--44-|-9 (४) 77--9७-४--77 
(७) ४--97 --9] -- 89 (०४) 08-[-4:८4--४ 
(७४४) 47 -|-88--%8--47 (७४४) 28 -|-४--॥.4--१6 
योग का साहचये-नियस---अ्रब तक हमने दो धत-संख्याम्रों से संबद्ध क्रम-विनिमेय नियम का 
विचार किया। श्रव हम योग के उस नियम को पहचान कर सून्नित करेंगे जिसका संबंध तीन धन- 
संख्याभ्रों से है । 
मान लीजिए कि हमारे पास तीन, दो श्रौर चार पैसिलों के तीन समुच्चय हैं। हम निम्न 
लिखित दो विभिन्‍त प्रक्रियाश्रों पर विचार करते हैं: 
7, हम तीन पेंसिल वाले समुच्चय के साथ दो पेंसिल वाला समुच्चय सिलाते हैं और इस 
तए समुच्चय के साथ चार पैंसिल वाला समुच्चय मिलाते हैं। 


[|| «| || 


प्झ 


८3 


4 मय कपल ला शा 


|. 8-+-2 


है. यम नाभजज४४+४४+४5+ नो +-+-290-2 


(3--2)+ 


6 बीजगणित 


पर, हम दो पैंसिल वाले समुच्चय के साथ चार पैंसिल बाला समुच्चय मिलाते हैं और फिर 
तीन पँसिल वाले समुच्चय के साथ इस नए समुच्चय को मिलाते हैं । 


|| | || || 
| 34326 हे कल 


| 4-4 | 
है... >> जन-न नककमननन जज जज 
3+- (2--%) 
इन दोनों प्रक्रियाओं से प्राप्त समुच्चयों में पैंसिलों की संख्या समान रहती है । फलत: 
(४--9) +4%8--(2-+-4) 
यह ध्यान देने योग्य है कि हमने किसी संख्या का स्थान ने बदल कर केवल दोसों पक्षों की 
संख्यात्रों के साहचर्य की रीति बदली है। यह योग के साहचर्ग-निगस का एक उदाहरण है | इस नियम को 
इस प्रकार लिखते हैं * 


योग का साहचयें नियस 


किन्‍्हीं त्तीन धन संख्यात्रों 8, 0, ० के लिए 
(४--9) -- ००६०-- (?-- ०). 
योग के साहचर्य-नियम का प्रयोग करने पर भिम्नलिखित सभी कथत्त सत्य सिद्ध होते हैं: 
(/) (7+-85)-4-95०7--(8--9) 
(४) (28--49)--95-:28 -- (2 --9 ॥ 
(४). (77 --88)--44४- -- (88 --44) 
(४७) (--१78)--725-27 -- (8-|-79) 
(०) (75--27)+ 08--75 -+- (27-|-308) 
यह कहना उचित होगा कि विचाराधीन नियम का वर्णात करते के लिए साहचर्ण शब्द का 
प्रयोग करने का कारण इस नियम का समता चिह्न के दोतों पक्षों की संख्याग्रों के साहचर्य की विभिन्‍न 
रीतियों से संबंधित होना है।. ? 
यह भी ध्यान देने योग्य है कि योग के इस तियम के कारण किन्हीं तीन धन-संख्याप्रों 
७, 0, ० के योगफल को 
& 9 -+-० 
के रूप में लिख सकते हैं। यह व्यंजक समान योगफलों 
4--(१+-०) अधवा (5--४) +-० 
के बराबर है । 


धन संख्याएँ ; संयोजन और संबंध 
प्रदनावली 
3. योग के उस नियम का नाम बताइए जिसके आधार पर मिम्तलिखित कथन सत्य हैं। 


() 7-+(8-|-8)-5(7 --8) --3 
(४) (0+2)--85--9--(2॥-[-8) 
(४४) 8--(3--9)ल्‍5(१७--]) --8 
(०० (8-88) -+ » १ --(85 --27) 


2. कुछ ऐसे कथन दीजिए जो योग के साहचर्य नियम के झाधार पर सत्य हैं । 
3. निम्नलिखित प्रत्येक कथत सत्य है । प्रत्येक वर्ग में # कौतत-सी धन-संख्या है ? 


() (78-4-07)--8578--(77-+-४) 
(४) 39--(४व-2) २5(१9+-१8) +-9 
(8) (१४--७)+-४४75१8--(११ ०-१7) 
(७). (7-+-4) +-४४57-+- (#--2) 
(०)... ४++-)०७१8+7)+9 
(०४) 7--(24--4) 55 (५-24) --१] 


क्मविनिमेय और साहचर्य नियमों का युगपत्‌ प्रयोग--प्रायः ऐसा हो जाता है कि किसी एक ही 
प्रदन में हम क्रमविनिमेय और साहचर्य नियमों का एक साथ प्रयोग करते हैं। नीचे के दो उदाहरणों से 
सिद्ध होगा कि इन नियमों की सहायता से कई बार कुछ परिकलन इतनी सरलता से किए जा सकते हैं, " 
जितती सरलता अन्यथा संभव नहीं । दूसरे शब्दों में ये नियमों पर आधारित लघु रीतियों के प्रयोग के 
उदाहरण हैं। नियमों के इस प्रयोग से प्रायः परिकलन क्रियाविधि श्रधिक सरल हो जाती है । संकेत 
यू के योग के ऋमविनिसेय तियम के प्रयोग का और संकेत य से योग के साहुचये नियम के प्रयोग का सूचक 
है। इस प्रकार संकेत मे क योग की क्रमविनिभेयता का और संकेत य'स योग की सहचारिता का सूचक है। 


उदाहरण 

.. (25-87) + 7४ --(87 -|-25) -- 76 य्क 
स्ाठ7-- (28 -- 78) य्स 
स्मतप-+-00 
व्म00 --375--897 य्क 

$.. (9-5880) -- --(880--9) -- य्क 
5380 --(9--॥7) प्स 
८380 --90 


55400 


8 ह बीजगरिएत 
हिएएी--व्यवहार भें योग के इन दो मियमों पर भ्राधारित रूपांतर मत ही मन कर लिए जाते हैं। 


ग्रदनावली 


. प्रत्येक चरण पर प्रयुक्त योग के विशेष नियम का उल्लेख करते हुए निम्नलिखित 
बोगफल लघुरीति द्वारा मिकालिए ; 


(४) (9--48)-+-] (४) 0--(880--7) 
(४४) (9--48) --88 (४७) 78-- (883 -|- 87) 
(०) 37 +-(68--24) (४४) 6#7-+-(28--48) 
(४७४) 4-- (86 --8) (४४४) 440-- (7+-2५) 


2, निम्नलिखित सभी कथत सत्य हैं। प्रत्येक वर्ग में & कौत-पी घधन-संख्या है । क्रम- 
विनिभेय भर साहचय नियमों द्वारा श्रपने उत्तर का समर्थत कीजिए । 


(2) (7+»४)+-॥55(7--7)->8. (७) (8--8)+ ८४ --७)--४ 
(४) (0+»)-+-!57 + (१4--8) (४०) (४--३%) --॥557-- (24 --]] 
(०) (98--४)--7<%(7--0)+-28 (७) (7--4)--४८- (9--4) --7 


8. निम्नलिखित को बाएँ से दाएँ और दाएं से वाएँ जोड़कर सरल कीजिए | योग के 

दोनों नियमों के आधार पर दोनों रीतियों द्वारा एक ही उत्तर पाने का समथन भी कीजिए । 
(४) ४--7--8 (४) 27--99--88 
(४8) 87 +-8॥-|-98 (४४) 77+-99-- 89, 


गुएन-संयोजन--पाँच-पाँच वृक्षों वाली चार पंक्तियाँ लीजिये | पंक्ितयों में गिनने रो वृक्षों की 
कुल संख्या 6--7--8--8 होगी जिसे हम 49८8 लिखते हैं। इस प्रकार धन-संख्या 4 झौर # के क्रमित 


युग्स के साथ हम बन-संख्या 4, # का संबंध जोड़ते हैं 
हु कै श जो उनका गरुणान-फल कहलाती है। व्यापक रूप में यदि 
हम 8 वृक्षों वाली ० पंक्तियों को लेते तो वृक्षों की कुल 


संख्या 8--9-- . ..(6 बार) होती, जिसे हम 6 »६/ लिखते 
हैं। इस प्रकार धन-संख्या ७ और 8 के क्रमित युग्म के 


१११६० 
4 कै 
+ + 


का संबंध जोड़ते हैं जो & झौर / का इसी क्रम में गुणन- 
फल है । 


& ली 
४ जी 
है जक घ 
बह 2 


: किन्‍्हीं दो धत-संख्याप्रों के क़मित युग्म 


>+ा 


घ् 


झौर ? के साथ हम एक प्रद्वितीय धन-संख्या का संबंध 


धन-सं रुयाएँ : संयोजन और संबंध 9 


जोड़ सकते हैं जो इन का गुग़नफल कहलाती है भौर जिसे व्यक्त करते वाला प्रत्तीक 
9 >< 9 
है । इस प्रकार धन-संझ्याओं के समुच्चय में गुणन-संयोजन की परिभाषा हो गई | संद्यात्रों के प्रतीक श्रक्षर 
हों तो « और ४ का गुणन-फल निम्नलिखित किसी एक रीति से लिखा जा सकता हैं : 
७>९0, 6.0, 60. 
शुशुन के नियम--योग के दो नियमों के ठीक समान ही गुणन के भी क्रगाविनिमेय और साहचर्य 
नियम हैं जिनका हम श्रव वर्शात करेंगे । 


शुणन का क़सविनिसेय-नियस--वृक्षों के उपर्युक्त उदाहरण में हम उनकी गणना स्तम्भों में 
भी कर सकते थे । पाँच स्तम्भ हैं भौर प्रत्येक स्तम्भ में चार-चार वृक्ष हैं । 


इसलिए कुल संख्या 

4-4 --4--4 -74-८6 »९ & 
होगी । 
क्योंकि व॒क्षों की संख्या तो वही है इसलिए 


4»८8 >5 89% 4 


ग्रत: यह गरुणान के क्रमविनिमेय-नियम का एक उदाहरण है। इस नियम को हम इस प्रकार 
लिखते हैं : 


गुरान का क्रमचिनिसेय-नियमत 
किनन्‍्हीं दो धन संख्याश्रों 8, 0? के लिए 


49९09 +>++ 09८6 
प्रदनावली 
3. ग्रुशत के उस नियम का नाम बताइए जिसके आधार पर निम्नलिखित कथ्रत 
सत्य हैं : ४ 
(४) 75%8 -5 3 »< 8 (४४) 8% 24 -< ?4»८8 
(४80) 07 ल्‍८48 55, 43 >८ 07 (४०) 7५८48 हर 4 >%7 
2, कुछ ऐसे कथन दीजिए जो गुणन के क्रमविनिेय-नियम के आधार पर 
सत्य हैं: 
3, निम्नलिखित प्रत्येक कथन सत्य है । प्रत्येक बर्ग में » कौन-सी धन-संख्या है ? 
(६) ४»८ 78--78 %८ 24 (४४) 29 »८ ४5509 »८ 29 
- (68) 893 ८ 47 --४ »< 38 (70) 8 »: 725-572 *( & 


गुणन का साहचगे-नियम--एक ऐसा प्रायताकार ढाँचा लीजिए जिसकी दो समांतर भुजाशों 


0 बीजगरणित 


में तीन-तीन मतके हों । इस प्रकार के चार हाँचों को एक दुसरे के ऊपर रक्षते से एक ऐसी संरचना 


बसेगी जैसी चित्र में दिखाई गई है। मनकों की कुल संख्या 
ज्ञात करती है। 
प्रत्येक क्षेतिज ढाँचे में मनकों की कुल संख्या है | 
89% 2 


क्षेत्िज ढाँचों की कुल संख्या 4 होने के कारण 
मनकों की कुल संख्या 


होगी । 

पुन: पूरी संरचना को ४ उदग्र ढाचों से बनती हुई 
भी समझा जा सकता है। 
क्योंकि प्रत्येक उदग्र ढचि में मनकों क्री संख्या 23८ 4 है, इसलिए मनकों की कुल संख्या 
8» (2३६ 4) 





होगी । 
किसी भी रीति से देखने पर पूरी संरचना में मनकों की संरुया वही है, इसलिए 
(99 9) ८ 45-८४ )९ (४ »८ 4) 
यह ग्रुण॑त के साहचर्य-सियम का एक विज्ञेप उदाहरण हैं। इस सियम को हम श्रौपवारिक 
रूप में इस प्रकार लिखते हैं : 


गुशन का साहचरये-तियम 
किन्हीं तीन धन-संख्यात्रों ८, 0, ० के लिए 
6 >९ (0 9९०)5८(० 2 0) ४ ० 
टिपणी--संकेत ग के गुणन के क्रमविनिमेय नियम का और संकेत गे से गुणन के साहचर्य-नियम्र 
का सूचक होगा | 


प्रद्तावली 
). शुणशन के उस्त नियम का नाम बताइए जिसके श्राधार पर निम्नलिखित कथनसत्य हैं : 
(४) (॥7 %६ 0)» 8 ><7 %८ (9%₹ 8) 
(8) (क#+%< ।) & 07- -श 3 (4%८ 07) 
(8) (87 ७६ 2५) % 797 ८ (26 »८ 7) 
(७) (09 ८ 8) »< 3755] 02 »< (8 »८ 37) 
2, कुछ ऐसे कथन दीजिए जो गुण के साहचर्ग-मियम के झ्राधार पर सत्य हैं । 
3. निम्नलिखित प्रत्येक कथन सत्य है। प्रत्येक वर्ग में » कया 
(४) (7%०४)७0. 55 (7»25) »( 20 


धन संखझ्याएँ : संधोजन और संबंध है 


(४) (2><8) »<प7 -5०] >< (8 »८7) 
(४४) (24 >< 03) & ४-24 »< (08 »४ 9) 
(४४) (38 »८ 3) ><8 -+88 »< (3 >८ ») 
(०) (#6 >< 7) >८ 4 5545 »< (४ 9८4) 
(७४) ([77] ८ 8) ४  -5४ »८ (3 ८ 7) 
उदाहरण 
निम्नलिखित गुणनफल, गुणन के नियमों पर आधारित लघुरीतियों से निकालिए : 
(४) (28 »८ 87) ८ $ न्ू (97 2८298) ६ 4 ग्क 
नत37 >< (26 2८ 4) ग्स 
न-37 >< 00--9700 
(४) 28 >< (77 »८ 8) ज्+28 ९ (8 »९ 77 ग्क 
न_२(420 ५८ 8) १८ 77 ग्स 
बन 000 2८77 
न77000 


प्रइनावली 


. निम्नलिखित सत्य कथनों के प्रसंग में » कौन-सी संख्या है ? गुणन के क्रम- 
विनिमेय तथा साहचर्ये-नियमों के प्रयोग के श्राधार पर श्रपने उत्तर का समर्थन कीजिए । 
(४) (22८49) (८87 --(40% 37) ८ 27 
(6) (&>८78) >९॥7. -5(१8 » 27) ४८ 77 
(४४) (265 2८») »(4. 55285 »< (89८4) 
- (४०) (282८8) 2८4 --($>< 28) २८ 5 
(०) (48 2८४) »(6 . 5६40 »< (5 ८ 3) 


(०४) (४»८5) »< 3 न्ू (5 2८3) ८ & 
2. निम्नलिखित को लघु-रीतियों द्वारा गुणा कीजिए । 
(४) (2>< 88) ८ 6 (७) (8773 »८ $) ८ 20 
(758४) (20 »८ 84) »८ 5 (००) 50% (80 ८ 89) 
(०) 2>< (9 »< 8) (०४) ॥8 »८ (29<8) 
(०४) (4 »८4) ८ 5 (०४४) (28 ८ 38) »८३ 


संख्या एक का शुणुन नियम--इस भाग के प्रारंभिक उदाहरण में वृक्षों की पंक्ति यदि एक 
होती तो व॒क्षों की कुल संख्या पाँच होती । इस प्रकार (55-58 साथ ही एक पंक्ति के व॒क्षों को एक- 
एक वृक्ष वाले पाँच स्तंभ मानने पर 8 ८ --6 यह संझया । के उस ग्रुणान नियम का एक विशेष उदा- 
हरण है जिसके श्रनुसार 


बीजगरित 
किसी धन-संख्या 6 के लिए 


& 2६ .-> (६ 
संकेत ग ५ इस नियम का सूचक होगा | इस नियम के कारशा घन संख्या ) को प्रायः गुणुन- 
ततामक अथवा गुणुन-संबंधी निष्प्रभाव संख्या कहते हैं क्योंकि । से गुणा करने पर कोई संदषा सहीं बदलती | 
टिप्पणी---मेए-तत्णमक अथवा सोग-संबंधी निष्प्रभाव संख्या । घन-संख्याप्रों के समुच्चय में शून्य 
को ने लेने के कारण हम यह नहीं कह सकते कि इस समुच्चय में योग-तत्साक अथवा से॑-संदधी निष्भभाव 
संख्या होती है । 
पिनर एु-नियगा--मान लीजिए कृष्णलाल और रामसिह को किसी काम पर लगाया गया है । 
कृष्ण लाल को पाँच रुपए भौर रामसिह को सात रुपए प्रतिदित दिए जाएँगे। यदि दोनों प्राय दिन काम 
करें तो हमें यह जानता है कि उनको कुल कितनी मजदूरी देती होगी। 
इस प्रइन पर दो प्रकार से बिचार हो सकता है | एक तो दोनों की एक एक दित की मजदूरी 
तिकाल कर झाठ दिन की कुल मजदूरी निकाल ली जाए और दूसरे दोनों की श्राठ दिन की भलग-मलग 
मजदूरी तिकाल कर कुल मजदूरी निकाल ली जाय । 
(7) दोनों की एक दिन की मजदूरी रुपयों में 
- इ४-|-7 हि 
दोनों की आठ दिन की कुल मजदूरी रुपयों में 
* न) (8-7) 
(४) कृष्ण लाल की आठ दिन की मजदूरी रुपयों में 
ब्य9 %< 
रामसिह की आठ दित की मजदूरी रुपयों में 
ख्ल्य 0 ऋ 7 
दोनों की श्राठ दिन की कुल मजदूरी रुपयों में 
म्प9 >€ 5-[-४ | 
इस प्रकार 
89 (6--7): २४% 8-9» 7 
धन संख्याग्रों 
8, 7, 7 
के स्थान पर यदि, कोई तीन धन-संख्याएँ 
6, 0, 0 
होतीं तो भी उपयुक्त तर्कों में निहित विचार-शा खला सत्य रहती । 
ग्रतः 
वितरण-नियम 
यह है कि 
किन्‍्हीं धन संख्याश्रों 6७, 0, ८ के लिए 


७ (0-|- ०) 5-६४ -- ००. 


धन-संख्याएँ : संयोजन ओर संबंध 3 


यह ध्यान देने योग्य है कि बाई ओर तो हम योगफल (#--०५) को 6 से गुणा करते हैं भर 
दाईं श्रोर 8 भौर 6 को श्रलग-अ्रलग ७ से गुणा करते हैं । अतः हम कह सकते हैं कि थोगफल वितरित 


हुआ । 
इस प्रकार सार रूप में नियम यह हुआ कि गुणन योग को वितरित करता है, हम इसे केवल 


वितरण निगम कहते हैं। संकेत व इस नियम का सूचक होगा । 


प्रश्नावली 
], धन संख्याश्रों के उस नियम का नाम बताइए जिसके झ्राधार पर निम्तलिखित कथन 
सत्य हैं: 
(0) 89% (8-7) +-8»८४--३)९7 

(४) 29% (8-7) 55१9 )८8--१9 ७८7 * 

(४१) २८ (89--9) --9८89--] % 2] 

(४0) 92८(07--8) 559 >८॥7--9 ५८ 5 
2. कुछ ऐसे कथन दीजिए जो वितरण-नियम के श्राधार पर सत्य हैं । 
3, निम्तलिखित प्रत्येक कथन सत्य है । प्रत्येक वर्ग में ४ कौन सी धन-संख्या है ? 


() आअ8--7]).. हू) %8--8॥7 
(४) #»--7) ८5 >८28-|-5 2९ 
(४४) 9(8--४) ज्म99८ 8-0 ८ 27 


(9) 88(07--33) --४)»८११--४)८ 8 
(०) 20(4--49) +>७॥ » ४-29 १ 49 
. (४) 28(5--9). -528)९ 8 --25 3९ # 
4. निम्नलिखित प्रत्येक कथन सत्य है। प्रत्येक वर्ग में धतसंख्या # बताइए | 
नियमों के प्रयोग के श्राधार पर श्पने उत्तर का समर्थन कीजिए । 
6) +-+-(४+-४) 55४--(4--9) 
(8) 824 (8-०) -८ह३८7--३>८६ 
(४8) #--99 स्ू399--97 
(४७) 38+ (8-9) ++(28--09) --9% 
७) «7749 -(४)८0)--(५)८ 8) 
(४) (४--5)9 5+(8 % 5) +-(8 २८ 8) 


(०४) (6--7)2 5 (22 %८ 5) -- (7 २८ 22) 
(७४४) &(४--7) न ([7 » 8)--(9 2८24) 
(४9) ४(9--9) ््[4 2८ 27) -- (2 2८ 8) 


]4: बीजगरणित 


डद॒हरणु--वितरणु-मियम तथा भत्य नियमों पर झ्राधारित लघु-रीतियों द्वारा निम्नलिखित 
को सरल कीजिए : 
(४) 986 »< 608 -|-093 2८ 4 
(४) 99 9९ 99-99 
(४89) 38 »< 98 -- 86 
छह 
(5) 986 »< 098 --698 »< 4 
77098 > 086 -- 898 ४»: 4 श्क 
55098 >< (086 --4) 
#5098 >< 7000 
5-093000 
(४) 99>< 90 --90 
व््90 2८ 90 -|-99 -* ग्ए 
“६92 9८ (99-|-]) 
४ 599 2८ ]00 
चय्+्0000 
(४४४) 38 9९ 98 --908 -३ 8 ८ 98 --38 »%८ 2 
<+8(98-|-2) 


व्‌ 
न्8 »८ 00 
न5800) 
प्रइ्नावली 
, लघु-रीतियों से सरल कीजिए । 
(४) 29 » 84-46 %८ 20 (४४) 26 » 37--97 >८ 7+ 
(88) 89८37--69 ८ 37--87 9८8 (४०) 48 ५८4 »९७ ८86 --9 ८ 29 
(४) ॥6 »9--8 »< 95 (०४) 47 ८ 8--28 »< 4 
2, योग और गुणन के विभिन्‍न नियमों के प्रयोग से निम्नलिखित को मन ही सन हल कीजिए : 
(४) (28 --87) --7४ (४४) (28-97) -- ४6 
(४8) (20 »< 67) ८6 (४०) 809 (87 ८20) 
(०) (38 >€ 47) --47 ८ 77 (७४) (99 >< 87) -- 87 
(०४) (89 2८ 99) --89 (४४४) 80-[-(38-- 424) 


(४४) (87 »<८ 9)+-(77 »८ 87) (») (999 >< 999) --999 
(2४) (9999 >< 9999) --9999 (४8) (9974 --887) -- (837 >< 626) 


धन-संख्याएँ : संयोजन भौर संबंध [5 


3. घात, अ्रपव॒त्यं, कररणीं 

कोई धन-संख्या लीजिए, जसे 2/2, 22८2, 2८2 2, 22८2 2८ 29८2, * **** / में से प्रत्येक 
व्यंजक दो का अपने ही साथ कई बार किए गए गुणन का फल है । विभिन्‍न व्यंजकों में संरया 2 प्रलग- 
प्रलग बार श्राती है । 

इन विभिन्‍न गुणनफलों को व्यक्त करने के लिए निम्नलिखित संकेत-पद्धति अपनाना सुविधा- 
जनक है : 


9 म्स्न्2िी 
। 97८५ त्र्स2ट 
29८9 ८ 2 ब््ड्डिरे 
है / 2%<2%929%८2 स्न्द2 
व्यापक रूप में । 27229८2४८2...... ०० >24 उ+श 
#नबार 
927, 99, 28%, 24, 25, ........ 2# , , ,,.. में से प्रत्येक को 2 का घात कहते हैं। विशषतः 2" को 


2 का १%-वाँ घात कहते हैं । % को इस घात का घात्तांक श्रौर 2 को इस घात का आधार कहते हैं । 
| इस प्रकार 2 को 2 का चौथा घात कहते हैं । चार इसका घातांक और 9 ग्राधार है । 
धन-संख्या 2 के स्थान पर कोई भी धन-संख्या ली जा सकती है । 
इस प्रकार यदि हम 
88-38 9८ 8 9८ 8 »८ 3-58] 
का उदाहरण लें तो 8 को 8 का चौथा घात कह सकते हैं । इसी प्रकार 
48--4 %८ 4 »< 4८-04 
के उदाहरण में 64 को 4 का तीसरा घात कहेंगे । 
परिभाषा--धदि ० और %» कोई दो! घन-संख्याएँ हों ते 
[ 625 6, 2.55 ४०४ कै ६२०४४०४ ७ ><क ] स्स्क्काा 





१-बार 
को ७ का ॥-वाँ घात कहते हैं जिसमें % इस घात का घातांक और 6 आधार है। 


प्रइदनावलों 

निम्नलिखित का परिकलन कीजिए : 
(0) 8 (४8) 65 
(४४) 4 (४०) 7 


(०) 84 (०४४) 9१ 


8 बीजगणित 


(०४) 30/ (४४7) # का बूसरा घात 
(४४) 3 का छठ घात (») £ का श्राठवाँ घात 
(४) ४0 का पाँचियाँ घास (४४४) 8 का तीसरा घात 
ज्वाहरपु 
सरल कीणिए : 
(४) ४४» ४ (कं) की ॥ .। 
(0) 2१०८४ ७९9 :९ 2 तथा 2१«व9 9९ ४ 
97% 2१-- (9 » 9 %९ 8) *( (29: 2) 
धयणे 22% 9 9 
ध्द ी, 
(पं) कक (8) 
स्त्ा(४७) (# को एक संख्या साना गया है) 
सम (8) ॥* 
स्ाआ शा, (# की परिभाषा) 
प्रद्रनावली' 
]. ०, | को कोई भी घन-पंख्याएँ मानकर निम्नलिखित को सरल कीजिए : 
(४) 48 3२ (४ (४४) एमी 
(8). की (४४) ४00 
(४) ४४४९ (७) 8. ॥ हा 
(हा) कश्ीफ्र (४४४) 8? ९ 8 
(7४) 37% 8/ (2) 7» 77 
(४) 88% 5 (४४४) 879९ 8 
2. निम्नलिखित का परिकलन कीजिए : 
(४) 28 »८ 8 (४४) 28८ 88 
(४8) 67 » 4? (8४) 25% 07 
अपब॒र््य 


कोई धनसंख्या & लीजिए । 


6, 6-5०, 6-6०, ०७न-6न॑-8-|-०, , . . .,« «५ «७५» 
में से प्रत्येक व्यंजक 6 का अपने ही साथ कई बार किए गए शोग का फल है | शुणन की हमारी परिभाषा 
के अनुसार इतको इस प्रकार लिखा जा सकता है : 


46, 26, 398, 46, , , , , ७.७» ०० 
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व्यापक रूप में 
0 सिर्फ हिना जा री ना स्स्ताध्क 


१/-बार 

[6, 26, 96," ' ' ****** , 7४०, ''''''"* में से प्रत्येक को 6 का अ्पवर्त्य कहते हैं । ग्रतः 
06 को ७ को अपक्षत्य कहते हैँ । #% और ० धन-संख्या %6 के खंड भी कहलाते हैं । निम्नलिखित में पाठक 
सरलता से देख सकता है कि धात श्र श्रपवत्यं की धारणाओं का व्यवहार किस प्रकार समान है । 


अपवर्त्य घात 
७:5576 क्ल्ल्को 
6-- ०5-26 6 >( #--+ 6 
७न-न-०नै-०८८ 3० ; 6 ;< 6 >( 6 
6-4 न॑-6&--&८5८4% क ६ 6 %९ 6 >( 6---वा 
6 कक हक 28४ के) न5१8% ७ 22620 रु स्च्द्ाए 
४०-बार ॥77-बार॒ 
26--365--5७--०--०--०--० 65 € 0-56 7८६7८ 6 ८ 6 6 
८८5%&-- (2--3)6 प्रथा, 
उदाहरण ह 
26 --7४--86 को सरल कीजिए । 
ह््ल्ल 
26-|-78-[- 86 
नू|तथ6 -- (70--36) य्स 
5>526-- (8० --7/) य्क 
म(26--8०) -+- 70 सस्‌ 
-+(9.3--%.8)--7९ ग्क 
स्ू+४(2--9) +-78 व्‌ 
उ+66--79 ग्क्‌ 
प्रदनावली ु 
6, 0, &, ५, » सभी को घन-संख्याएँ मानकर निम्नलिखित को सरल कीजिए । 
(6). 66--7६ (४8). छर्न-36--4% 
(६४) ह4--88४--० (४०) 20--48--०-- 88 


(५) 30--26 --०--89 (७) छन-#+श्न॑- 
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काणु 
हमने देख लिया है कि धघत-सद्या ७ का #-वाँ घात भी एक धने-संज्या है। यदि इस घात् 
को 9 लिखें तो 
६7:८0, 
इसमें 6, 0, »% सभी धत-संख्याएं हैं । 
इस कथन को ऐसे भी लिखते हैं 
क्ल्न्ै/० 
झौर हम कह सकते हैं कि 
यदि & का #-वाँ धात ४ हो 
त्तो 0 का #-वाँ मूल ८ होगा । 
व्यंजक 
प्र्ढ 
को करणी भी कहते हैं । 
पदाहरणार्ध॑ 
£क क्योंकि. 2-०4 
/श्रा क्योंकि 8*-- 27 
(/0000--0 क्योंकि. 404--0000 
किसी संख्या के 2-वें मूल को उसका बर्गमूल कहने की प्रथा भी है। ० के 2-वें मूल#८ को 
प्रतीक ४ के बिना सीधा 4/० भी लिखा जाता है। अतः //० धत-संख्या # के वर्गमूल का सूचक है | 


प्रबनावलीं 
सतिम्नलिखित करशियों को परख कर सरल कीजिए । 
(0) ४8 (8) ४88 
(४) ४४ (४) ३04. 
(०) ३64 (७) #विहा: 
९ (४) आशह (णं४) ४986 
(४४) ४6 (७) #26 


किसी धन-संख्या-का प्रत्येक घात धन-संख्या ही होती है किन्तु यह प्रनिवार्य नहीं कि प्रत्येक धन- 
संख्या किसी धत-संझ्या का घात हो । इस प्रकार किसी धन-संख्या का ४-वाँ मुल सदा सार्थक नहीं होता । 
उदाहरण के लिए संझ्या 2 किसी भी धन-संझ्या का 2-वाँ घात नहीं है । भ्रतः धन-संख्या के समुच्चय के 
प्रसंग में हुम संख्या 2 के बर्गमूल की बात नहीं कर सकते । 
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प्रद्नावली 
॥, निम्नलिखित में से कौन-सी संख्याएँ धन-संख्याश्रों के वर्ग हैं? जहाँ संभव हो, वर्गे- 
मूल त्तिकालिए । 
(8) 7 (४) 4 (४४) 7 
(४०) 9 (०) 32 (०४) 76 
(०४) 86 (०४४) 48 (१४) 49 
(७) 797. 


2, निम्नलिखित में से कौन-सी संख्याएँ धन-संख्याओ्रों के घन हैं ? जहाँ संभव हो, घत- 
मूल निकालिए | 


(४) 8 (४) 6 «.. (४8) 32 
(४७) 27 (७) 48. | 
3. निम्नलिलित में से कौन-सी संख्याएँ धन-संझ्याओ्ों के चौथे घात हैं ? जहाँ संभव हो, 
चौथे मूल निकालिए । 
(४) 76 (४) 88 (४४) 68% 
(४०) 8॥ (०) 628. : 
[उद्देशक -- . (४) ॥! का वर्ग )9] है। 
अर्थात्‌ ]2--9] 
४शिन्जा, 


2, (88) 82 किसी भी धन-संख्या का घन नहीं है । श्रतः व्यंगक 3/32 धन-संख्याग्रों 
के समुख्चय के प्रसंग में निरथंक है । 
3. (४०) 8 संख्या 8 का चौथा घात है। श्रतः 8(--87. 


8७०3. ] 
$, निम्नलिखित में ७, 0, ० धन-संख्याएँ हैं। सरल कीजिए : 
(४) की (४) (०) 
(8) ९ (४) ३6३ 
(०) ४०7४४ ,... (७) हक. 
(2४) क्री (णं४) हक 


(४४) ५४8] 
वितरणु नियम का महत्त्व 
वितरण निमम भ्र्थात्‌ 


- 9 20 (| 
के दो कार्य हैं। हज हु 
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एक तो बह गुशनफल 6(9--४) को गोगफल #7नै-५४ के रूप में व्यक्त करता है | 
दूसरे विलोमतः इसे योगफल 60 4-५० को गुशतफल के रूप में व्यक्त करने वाला समका जा 
सकता है | वितरण नियम के इन दोतों कार्यों को निम्नलिखित उदाहरणों तथा प्रदनावलियों हारा समझाया 
जाएगा। यह स्मरणीय है कि किसी भी योगफल को गुशानफल के झूप में व्यकत करने के लिए हमें घोग- 
फल बनाने वाले प्रत्येक पद में विद्यमान खंड को खोजना पड़ता है। उदाहरणार्ध, ध्यंजक 
प८नु> 02-* ९ 
में » योगफल के तीतों पदों में विधमान है। अतः 
बढन- 0४-- ०४४८८ (6%5-- 0४) --%४ 
नःम(क--2)2- ८० 
८+[(४-।-0) -- ०] 
नः(6--0--०)४ 
म्+४(6-- 9 हम ०) मर 
उदाहरण 
3, प्रिद्ध कीजिए कि सभी धन-संस्याश्रों 6, 8, 6, ४ के लिए 
[(४+-7) +-०] 4-०८ [(7--०)--४] 4-० 


उपपत्ति--हम देखते हैं कि 


[(८+ ४ +-"]+४७०(५-- ४) +-(०-+-५) यंस 
म्(५-|-9) -- (4-०) थक 

न्‍न [(+--४) -- 7] --० यस 

न [4-- (0-4) |-० य्स 
>+[४--(४--१०)]+-५ ग्र्क 
न|[(8--0)+-०]+५: थक 


2. सिद्ध कीजिए कि सभी धन-संछयाश्रों ७, 0, ० के लिए 
(५--०)०५०५०-- ४८. 
उपपत्ति--हम देखते हैं कि 


(०--०)०८+०(७-|-९) श्क 
सम+04--20 न 
बन्द "26. ग्क 


8, सिद्ध कीजिए कि सभी धन-संख्याओं 6, 0, ०, 4 के लिए 
4(9--०-- 4) ६०० --&०--6. 
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उपपत्ति--हम देखते हैं कि । 
०(१--०--०)--०[ (8--०)--० | य्स 


न्ा०(9--6) -+कव व्‌ 
-+ (40 --40) -- 6४ 
_7०0--40 -- ०९. यस 


4. सिद्ध कीजिए कि संभी धन-संख्याश्रों ०. 2, 6, ८ के लिए 
(७--१) (०--०)--०४०--०६ --8०--४००. 
उपपत्ति---(०--०) को एक संझ्या मानकर उपर्युक्त उदाहरण 2 के फल का प्रयोग करने पर हम 


देखते हैं कि 
(०७--9) (०-०) 5-०(०--०) -/(०--०) 
5 (०6 --०६) -- (8० -- 7४) व्‌ 
स्ू+66 --66 -- 0० -- 06. य्स 


8, 6 और ४ कौई धन-संख्याएँ हों तो सिद्ध कीजिए कि 
(०७-- 0)--०१ -- 260 -- 87, 
उपपत्ति---हम देखते हैं कि 


(०--0)7--(०७--४) (० +-/) परिभाषा 
-+(०--०)७--(०७--०)४ व्‌ 
_+०(७-(- ४) ---9(७-- ४) ग्क्‌ 
रौ२(०.०७-- ०-४) +- (2.6-- 9.9) व्‌ 
२5(५१--०४) -- (8७-४१) 

८ (७१ --०४) -- (४० --/*) भ्क्‌ 
न [ (४१-०४) --०४] 8” य्स 
 +5[०१-- (9-०8) | +-9* ग्स 
न (०१ --2०४)-- 8 परिभाषा 
८+७१--9७/ -|- 8१. य्स 


टिप्पणी--उपर्युकत प्रत्येक उदाहरण में हमने प्रत्येक चरण का समर्थन मूल नियमों के श्राधार' 
पर करने का प्रयत्न किया है । इस समर्थन से एक बार परिचित हो जाने पर पाठक को चाहिए कि वह 
प्रयुक्त नियमों का मन ही मत ध्याव करके अंतिम फल पर पहुँच जाए। श्रम्यास हो जाने पर वह कुछ 
चरणों को छोड़ भी सकता है। 
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प्रदर्नॉबली 


२ 
(४) (०-+-०)-+-(०+०) 
(४) (०७--४)-+(०+०) 


(४8) (2४--७४)--(६०--4४) 
(४) (!6--१88) --(०--4०) 


सभी धन-संझ्यात्रों 5, 8, ८, ८ के लिए सिद्ध कीजिए कि 


प्स्ड ( छ न & ) -- ( ढ्‌ न 0 ) 
++(20--०) +- (४-७) 
घटा [ (4 न | ) 
न्‍्ः]26--78. 


2, यदि 6, 0, ० 4, », # कोई धन-संख्याएँ हो तो सिद्ध कीजिए कि 


(४) ४(०--४--०) 
(8) (०--?--०)४ 


न 68 -- 0४ -- ०४ 
नम्धध-- 06 -- 2६ 


(४8) (26--88) (4४ --39)--8०४ |- 2092 |-0%॥ +- 509 . 
3, यदि 6, 0, 6, ४, श्र, ४ कोई धन-संख्याएँ हों तो सिद्ध कीजिए कि 


(0) (४-2) (४+-०) 
(8) (४-०) (४+०) 
(8) (3४--7) (2०--:5) 
(४) (४--59) (४--०8४) 
(०) (2४-89) (7४--१0४) 


(७) («-+7)(०-+-9(४+-») 


(७8) (४--7)* 
(७४४) (०--४)% 

(*४) ४(४*--8) 

(०) (४+-2)(2/"+-8) 
४0) ४(४७--४) 
#(५४--४४-- ४१) 
(४) (४--0)(४--४+श) 


उ+& 7 +-8४-- 0 

हच्शान+- (०+-०)»-- ०४० 
नू0%4-[-]7४-- 8 
स्तथी--829--408* 
+-१4४?--4]29 --30॥/? 
प्-&--0%2--2--6 
नल न38:-- 8०४ --7 
5-56०7--.86% -- 360 -].. 88 
न्न्थॉ--3% 

स्म297 --4४?-- 69--१0 
प्त# 9-०३ 
ज्+४३/--४82-- का 

स्ू२48 -- 0४-०१ -- 0॥/ | ०४ -- 82. 


उदाहरणु--यदि 6, 0, 6 », ४ सभी धन-संख्याएँ हों तो 
निम्नलिखित योगफलों को गुणनफलों के रूप में व्यक्त कीजिए । 


(४) 6०४-- 92 

(४) #७-- 8४-- ०0% 

(#) ४१-०७ 

(४४) 692 -- 8४-- (०--४)५- 
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द्््ष 
(४) 69% -+ 28-- ४६ -|- ४0 ग्क 
है नत»(०--४). व्‌ 
(४). 68 -- 8४ -- ०क ८ ४७ -- ४० -- ४० ग्क 
नर (४6 --»०9) -- ४० ग्स 
ज्+४(०-- 9) -- ४० च्‌ 
नर (७-0) +-०] न 
व्ा४(०--०-+-०) . ग्स 
(४४४) श्र "०४१ ८ ४.०४) ४--०(५.५) 
सन »(४४) -- (४७)५ गस 
रत (29)४--(४४)५ शक 
न्|४॥(४--४) व्‌ 
(७) ७० --०४ -- (०--0)४55०४०४--०५४ -- (७--०)५ ग्क 
--/(७--४) +- (+--४)8 व 
न (०--0)४--(०--०)॥ ण्क 
न (०--2) (४--४) च्‌्‌ 
प्रन्‍नावली 


वितरण नियम एवं अन्य नियमों का प्रयोग करके निम्नलिखित थोगफलों को 
गुशानफलों के रूप में व्यक्त कीजिए । 


(») 39४--99 (७). 68-४6 

(४४६). 299४--2:४४ (४०). 809--0४४ 

(०) 4४9--89४ (०४) 2(०--०) ४--9(०+-०)४ 
(०४४). 8४-+-0४9 (४४४). #-+-26 

(८४). #-- ४ (४). 3279 -- 85929 

(७8). 8४--99/ --3£ (४४४). 36%8--699-[-9० 
(०88). 88४ -- ४9 -- # (०४७४०) 82--89--8(४--9) 


(०७७) 2४--0४-+ 3४-39)... (४७). 262-+-869 -+- /(2४-- ४89) 
(०४०४). ढण-न॑- 0४ --०४-- ४४ (४०88)... 620 --0% ह य 90--2 
(४0४). $60--6०--2--4 (8) 7-8१ --7 
(०४88) 2७--20--४४--* (४208). 4#४--०९४ -- 9! +ै- थ 
4. क्रम संबंध 
धन-संख्याश्रों के सपुच्चय में योग भ्रोर गुशन संयोजनों के भ्रतिरिकत क्रम संबंध भी होता है। 
इस क्रम संबंध को हम 
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संबंध कहेंगे और प्रतीक रूप में 
बढ >> ग 

लिखेंगे। 

किन्‍्हीं भी दो धन-संख्याओ्रों ८,१ के युग्म के साथ योग भौर गुणन संग्रोजन क्रमशः धन-संख्याप्रों 
४-- ४; 6४ का संबंध जोड़ते हैं परंतु (>>' से सूचित क्रम संबंध के श्राधार पर किन्‍्हीं दो भिन्‍्त-भिन्त 
धन-संख्याओ्ों 6, ? का संबंध 

७7>7 ्रथवा 276 

होगा । 

नीचे हम क्रम संबंध के कुछ मूल नियमों का विचार करेंगे । 

धन-प्ंख्या । से प्रारंभ करके उत्तरोत्तर । जोड़ कर हम कोई भी धन-संखझ्या प्राप्त कर सकते 
हैं । इस प्रकार | के 

2----, 85--2--], 4--50-- ), ४--4--],'''' 
हम कहते हैं कि प्रत्येक अ्रवस्था की संख्या पूर्वे श्रवस्थाश्रों की संख्याश्रों से श्रधिक है । उदाहरण 


के लिए 
(४) £ अ्रधिक है ] से अ्रथवा 2>7 
(४) 4 अ्रधिक है 2 से भ्रथवा 4-2 
(४४) !। श्रधिक है 6 से अथवा 7] >6 
व्यापक रूप में, यदि धन-संख्या ७ श्रधिक हो धन-संख्या 9 से तो इस कथन का प्रतीक 
97>>9 
होगा । 


यदि हम किन्‍्हीं दो विभिन्‍न संख्याश्रों, जैसे 7? और 77, से प्रारंभ करें तो 72 में उत्तरोत्तर 

पाँच बार ! जोड़ने से 7 प्राप्त किया जा सकता है। दूसरे शब्दों में 
]75--9 ---- ] -|--]--[-, 

इस प्रकार ।7 अ्रधिक है !9 से श्रर्थात्‌ 7 :]2. भिद्चय ही 2 अ्रधिक नहीं है 7 से । 

अतः हम देखते हैं कि यदि & और 8 कोई दो विभिन्‍त धन-संख्याएँ हों तो 
५:->9 अ्रथवा 0 :>«. 

इस प्रकार हम त्रिविकल्प नियम पर पहुँच जाते हैं। इस नियम के अनुसार किनहीं दो 

धन-संख्याओ्रों ८ भ्रौर ० के लिए निम्नलिखित तीन विकल्पों में स्षे एक भ्रौर केवल एक ही होगा । 
(४) #--0 (४8) 67>8 (४४) 8 > 6: 


प्रब हम देखेंगे कि किस प्रकार 'भ्रधिक है'''*''से' संबंध को योग संयोजन द्वारा प्रस्तुत 
किया जा सकता है । 
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“78->0 और ॥0 में उत्तरोत्तर तीन बार । जोड़ने से 8 प्राप्त किया जा सकता है। 
इसलिए 
8++0-- -- --]. 
इसको 
8--0 -|- 3. 
भी लिखा जा सकता है ! 
ग्रत: 8 >70 का अर्थ यह हुआ कि 8 एक ऐसी धन-संख्या है जिसके लिए 
8--0 -- 8. 
व्यापक रूप में, यदि &:>8 तो ८ एक ऐसी घन-संख्या होगी जिसके व्तिएु 6-8 -- हें. 
उदाहरण के लिए यदि 6--7, 7--4 हो और 7:>4 तो ४-४ 
यदि ७5-]8, 8-9 और 8 > !2 तो ४८८७, विलोमतः, यदि ७, 0, ८ ऐसी धन-संखझ्याएँ हों जिसके लिए 


4८50 -- ४ 
वो 8 में उत्तरोत्तर ४-बार को जोड़ने से ७ को प्राप्त किया जा सकता है । इसलिए 
॥ 6&>> 0. | ध 
परत; दोनों को मिलाने से &>8 तब भौर तभी होगा जब ४ एक ऐसी धन-संझ्या हो जिसके लिए 
&--०-- ८. 


व्प्प्णि 
यह ध्यान देने योग्य है कि यदि 
6-5 0-6 
तो ०७:>« क्योंकि संख्या में उत्तरोत्तर 8-बार । जोड़ने से संख्या ७ को प्राप्त किया जा सकता है। पअतः 
जब 
६-0 न पं 
तो 
6&>%9 और ७>> 6. 
उदाहरण भ॑ 
28 --4 -- 9 
का यह अर्थ हुआ कि 
28 >4 श्र 28 > 9, 


उदाहरणु ४. 
47 >> 88 
क्योंकि 47-+ 5 +- 2. 
उदाहरण 8. 
23--9--& 


का श्रर्थ है कि 23 >9. 
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5 प्रदनावली 
]. तिम्मलिखित कंथनों के कारण बताइए । 
(४) 8>77 (४) 26 >72 
(७) 87 > 98 (४9) 80 >>77 
(०) ॥6 >74 (०) 0 >6. 


०, निम्नलिखित कथनों को प्रतीक रूप में व्यक्त कीजिए । 
($) 32 अधिक है ! से । (४) 8 अधिक है 8 से । 


(४४) 24 भ्रधिक है 27 से । (४७) »7 अ्रचिक है )2 से । 
8. निम्नलिखित में से कौन-से कथन सत्य श्रौर कौन-से भिथ्या हैं ? 
(४) 5 अधिक है 7 से । (४) 2 अधिक है ४ से । 
78) 33 श्रधिक है 88 से । (४४) ४ श्रधिक है ० से । 
(०) 77 अ्रधिक है 8 से | (४४) 38 अ्रधिक है !4 से । 
(०४) 286 अधिक है 2! से। (४४) 29 भश्रधिक है 29 से । 
(2) 79 (४) 9 >५ 
(७४) 28 >> 88 (४४४) ]6 >6 
(०४४४) 4॥ >47] (४४०) 48 >> 47 
(७0 48 749 (200) ऐप >] 
(20४) 80 >850 (४०४४) 03:>27, 
(280) 266:-204 (४४) ]:7व. 


4. उपर्युक्त प्रइन 8 में दो संख्याओ्ों से संबद्ध मिथ्या कथनों के स्थान पर सत्य कथन 
दीजिए । उदाहरण के लिए वर्ग (४) में सत्य कथन यह होगा कि 385 अधिक है 8! से । 

क्रम संबंध के घुल नियप्त--- 

क्रम संबंध “>' के त्रिविकल्प नियम के अतिरिवत त्तीचे इस संबंध के कुछ अ्रत्य पूल तियमों 
का हम विचार करेंगे । 
क्रम संबंध की संक्रामकता-- 

मान लीजिए कि /वीं, 0बीं श्रथवा ॥[वीं कक्षा में होते के नाते एक विद्यार्थी को प्रतिमास 
क्रमशः 7 रु०, 9 रु० भ्रथवा 2 रु० शिक्षण-शुल्क देना पड़ता है । हम जानते हैं कि 

9:77 और 32 >> 9. 

इसलिए 0वीं कक्षा का विद्यार्थी अधिक शुल्क देता है 9वीं कक्षा के विद्यार्थी से और 77वीं कक्षा का 
विद्यार्थी श्रधिक शुल्क देता है 0वीं कक्षा के विद्यार्थी से । निश्चय ही ।।वीं. कक्षा का विद्यार्थी श्रधिक 
शुल्क देता है 9वीं कक्षा के विद्यार्थी से, क्योंकि ]9>प. 

इस स्थिति का वशोन इस प्रकार किया जा सकता है : 

क्योंकि 32>9 श्रौर 9>7 
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इसलिए स्‍2> 7. 
ठीक इसी प्रकार 
क्योंकि 8 > 8 और 8 > 2 


इसलिए 8-- 3. 
ये क्रम संबंध की संक्रामकता के विशेष उदाहरण हैं, जिसके अभ्रनुसार 
यदि 6४5:>9 और 8 > 6४ 
तो 67०6. 
संबंब '>>' के इस नियम को सरलता पूर्वक इस प्रकार समक्ला जा सकता है। 
यदि ८67०9, 


तो 6 एक ऐसी धन-प्तंर्या होगी जिसके लिए 
०७550) -- ६, (7) 


पुनः, क्योंकि 0२० 
इसलिए ८ एक ऐसी धन-संख्या होगी जिसके लिए 
85-०-- 6. (2) 
(7) श्रौर (2) के फलस्वरूप 
6 (0--४) -- ० 
रे 65० --(०--५) भ्रस 
इसलिए (४--०) एक ऐसी धन-संख्या है जिसके लिए 
65-०-- (८--6). 
रत; 627>>0, 


क्रम संबंध का योग संयोजन के साथ संबंध 
पिछले भाग के उदाहरण में यदि हम यह मान लें कि पुस्तकालय, भवन झौर श्रन्य शुल्क 
के रूप में विद्यालय के प्रत्येक छात्र को 2 रु० प्रतिमास देने पड़ते हैं तो 0वीं कक्ष। के विद्यार्थी (8--2) 
रु० और ०9वीं कक्षा के विद्यार्थी को (7--2) रु० प्रतिमास देने होंगे । निश्चय ही 0वीं कक्षा का विद्यार्थी 
ग्रधिक शुल्क देता है 9वीं कक्षा के विद्यार्थी से, क्योंकि 


9--2>7--2. 
इस प्रकार, यदि 0>7 तो 9-29 >7--५. 
ठीक इसी प्रकार, यदि 2 >0 तो 72--2 > 9--2. 
व्यापक रूप में 
यदि 6 >> 09 
झौर ० कोई धन-संख्या हो, तो 

4नु-००>0--०. 


दूसरे शब्दों में हम यह कह सकते हैं कि दो धन-संख्यातञ्रों से संबद्ध एक सत्य क्रम-कथन प्रतीक '>' के 
दोनों श्लोर एक ही धन-प्ंख्या जोड़ने पर भी सत्य रहता है। * 
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इस तियम को यह कह कर भी व्यक्त करते हैं कि योग संयोजन औए ऋण-संर्बंध संगत हैं ६ 
यदि 6>8 तो 6 एक ऐसी धन-संख्या होगी जिसके लिए 
6प्ल0-+ 
४&--०८६ [2--५) -० 
७--०+८ (0-०) --९ संस शौर य क 
प्र इसलिए ०6--००४--० 
अ्रतः तियम इस प्रकार हैं : 
गोग संयोजन और ऋम-संबंध की संगति--किन्हीं धन-संख्याग्रों ७, 8, ० के लिए 
भदि ४879 तो 6--०>४9-|-० 
नीचे हम ऐसे दो महत्त्वपूर्ण परिणामों को सिद्ध करेंगे जो समीकरणों भ्रौर अ्समतताझं के हलों 
के प्रश्न॑ग में बहुधा प्रयुक्त होंगे । 
योग का अपवर्तन नियभ--इस नियम के अनुसार, 
किन्हीं धन-संख्याश्रों 6७, 2, ० के लिए 
यदि ७--०0७०--० तो करन 


उपपत्ति--त्रिविकल्प नियम के अनुरार निम्नलिखित तीन विकल्पों में से एक श्रौर केवल एक 
ही होगा । 


(४) ७०९ (४) 9 :>७ (४४8४) 6 न्‍्य+ 
हम यह सिद्ध करेंगे कि विकल्प (४) और (४४) परिकल्पना 
&--०%5०--० 


का विरोध करेंगे । 
(४) यदि. ४:०४ तो ७-०: ४--० 
(४) यदि 8:6७ तो 9-- ००० ७--० 
किन्तु यह दिया हुआ है कि ८-|-०--००--०. इसलिए न तो 
७--० >४--० भर न 7-० :> ७-० 
6>८० अ्रनिवाय है । 


प्रभेष--किन्हीं धत-संख्या्रों 6, 8, ० के लिए यदि 6--० > 6-० तो 6 :> 9 
उपपत्ति--त्रिविकल्प नियम के अनुसार निम्नलिखित तीनों विकल्पों में से एक भ्ौर केवल एक 


ही होगा। 
' (४) ०7९ (४४) 0-७ (४४४) 6७२०९. 
हम देखेंगे कि विकल्प (४) और (४४) परिकल्पना 
#--०->9-+-6 


का विरोध करेंगे । 
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() यदि. 8>6 तो 9--०:>०--०- 
(४४) यदि 670 तो ०--०5०--८. 
क्षिस्तु यह दिया हुआ है कि ४--००००--०. इसलिए न तो 
8-|-०:०७--० और न 6--०5८९ --०- 
. ०:>० श्रनिवार्य हैं । 
. योग श्र “>' के संबंध के अ्रध्ययत से निम्नलिखित मूल परिणाम प्राप्त होते हैं । 
(४) समता का कोई सत्य कथन प्रतीक “5८ के दोनों ओर योज्य के रूप में श्राने वाली एक 
ही धन-संझ्या को काठने पर भी सत्य रहता है । 
उदाहरणार्थ 
यदि #--85-]] तो #5-0 
क्योंकि हम ] को 6-8 भी लिख सकते हैं । 
ट्प्पणी--पह भी ठीक है कि 
यदि ४८0 तो ४--6 50 --४ -+] 
(४) संबंध “>' का कोई सत्य कथन प्रतीक के दोनों ओर एक ही धन-संख्या को जोड़ने पर 


“अथवा योज्य के रूप में श्रानें वाली एक ही धन-संख्या को काटते पर भी सत्य रहता है। उदाहरण के 
लिए, 
यदि (22४--7)> (४--9) तो »>>2. 
दिया हुश्ना है कि 
(2४--7) > (»४-+-9) 
४ (०-7) > (४--7)+2 
के ४+(»-7) > 2+(४+-7) 
(»--7) को दोनों शोर से काठले पर 


४ 2४ 
प्राप्त होता हैं। ; 
विलोमतः यदि ४2 तो %--7>४--9. 
प्रब, यदि ४००9 तो ४--7:>2--7--9. 
शभ्रौर इसलिए शरन-(»--7)>»४-+-9. 


फलत: 2४--7:>४--9. 
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प्रदनावली 
» कोई धत्त-संख्या है । सिद्ध कीजिए कि 
(४) यदि प्र#--285०७४--98 तो ह2758 
(४) यदि श्ड्व्त त्तो प४न-9ल्‍--ै(४--2) 
(४8४) यदि. छन0>१4 तो ४>०१.). 
(४०) यदि %>>3 त्तो 48 --8 >>8% -- 8 
(०) यदि ह82-9>#छने5. तो 827०5. 


क्रम संबंध का गुणन संगोजन के साथ संबंध--धोग संयोजन श्रौर क्रेम संबंध की संगति के नियम 
के ठीक समान गुणन संयोजन और क्रम संबंध की संगति का नियम भी है! 

मान लीजिए कि जिन 70वीं शौर ?!वीं कक्षाओ्रों का विचार हम कर रहे थे उनमें से प्रत्येक में 
30 विद्यार्थी हैं। तब दोनों कक्षाओं के विद्यार्थियों का कुल शिक्षण-शुल्क क्रमशः 92८86 भौर 2 ८ 86 
रुपए होगा । वीं कक्षां का कुल शिक्षण-शुल्क भ्रधिक होगा ]0वीं कक्षा के कुल शिक्षर-शुल्क से । इसलिए 


यदि 32 > 9 तो !2%<936>9 १८ 86. 
ठीक इसी प्रकार यवि 9वीं कक्षा में भी 86 विद्यार्थी होते तो परिणाम यह होता : 
क्योंकि 9५97 इसलिए. 9»८86:7 »%८ 88. 
व्यापक रूप में, हम देखते हैं कि 
यदि ० > 9 श्रौर ० कोई धन-संख्या हो तो 
ह &8 >> 96. 
हम कहते हैं कि गुणन संयोजन झौर क़म संबंध संगत हैं। हम इसको इस प्रकार भी देख सकते हैं : 
मान लीजिए कि 6 >> ४. 
4 एक ऐसी धत-संख्या होगी जिसके लिए 
#&--9-- ४ 
7५ 66 (0--४)० 
अर्थात्‌ 60 --96-[- 66 
5 ' 66 >> 896, 


ग्रतः नियम इस प्रकार है : 
गुणुन संयोजन और ऋत संबंध की संगति--किन्हीं धन-संख्याप्रों ७, 8, ० के लिए 
यदि & >> ९ त्तो ७6 >> 86. 


गुशन का अपवर्तन नियम--योग के झ्पवर्तत नियम के ठीक समान गुणन का श्रपवर्तेत भियम 
भी है | इसके अनुसार 
सभी धन-संड्याओ्रों ०, 8, ० के लिए 
यदि 66-08 ते 95-९0 , 
इसकी सत्यता निम्नलिखित रूप में देखी जा सकती है : 
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तीचे लिखे तीन विकल्पों में से एक और केवल एक ही होगा । 
(४) 67०8 (४) 8:५७ .. (४8) 6--?. 
विकल्प (४) के फलस्वरूप. 60 >> 00, 
विकल्प (४४) के फलस्वरूप. 96 >> 60०, 
किस्तु न तो 6०706 भर त 00-००, क्योंकि यह दिया हुआ है कि 
668-- 96 
6४>-४ अनिवार्य है । 
प्रमेण--०, 9, ० कुछ भी घन-संख्याएँ हों तो सिद्ध कीजिए कि 
यदि 668 >> 06 त्तो ७ >> 08. 
उपपत्ति--नीचे लिखे तीन विकल्पों में से एक श्र केवल एक ही होगा । 
(४) ०० (४8४) 06 (४४) &--० 
विकल्प (४) के फलस्वरूप 86:>46. 
विकल्प (४8) के फलस्वरूप 60 -न+ 02 , 
किन्तु न तो 80:०० श्रौरन 6०-४०, 
' ७:>8 प्रनिवाय॑ है। | 
गुणन और '>' के संबंध के अ्रध्ययन से मूल महत्त्व के निम्नलिखित परिणाम प्राप्त होते हैं। 
(४) समता का कोई सत्य कथन प्रतीक “5--' के दोतों श्रोर खंड के रूप में श्राने वाली एक ही 
घन-संख्या को काटने .पर भी सत्य रहता है। 
उदाहरणार्थ 
यदि 925-8 तो ४८-0१ 
क्योंकि हम 8 को 29८9 भी लिख सकते हैं । 
टिप्णी--यह भी ठीक है कि े 
यदि ४-9 तो ४.2-+9.-2 प्र्थातु 22४5-१8, 
(४४) संबंध '“>” का कोई सत्य कथन प्रतीक के दोनों पक्षों को एक ही धन-संझुया से गुणत करने 
पर श्रथवा खंड के रूप में प्राने वाली एक ही धनत-संख्या को काटने पर भी सत्य रहता है। 


उदाहरणार्थ 
यदि 827>47 तो क््ज़्ा 
क्योंकि हम 2] को 89८7 भी लिख सकते हैं । 
विलोमतः यदि क््ज्ा 
तो 3४873 »# 7 


अर्थात्‌ ह 82297. 
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89 
प्रदतावली 
४ कोई धत-संख्या है | सिद्ध कीजिए कि 
(४] यदि ४) ञ्सजं त्तो कर ने 30 न्क्‍व 7 
(४) यदि 2४-ै-8२४--7 तो. ॥४--१8 #+3०-- 80 
(४४) यदि 28--] >»४--4 तो 6/--0:>8:-- 7 
(४०) यदि 278 तो ४ >> 95% 
(५) यदि क्री >> ११ -- 87 तो 7 > 2 -|-3 
उदाहरण 
]. किसी घन-संख्या » के लिए सिद्ध कीजिए कि 
यदि 80 -- 8-50 न॑- 7 तो कन्नम0. 
हल 
8%-- 8-४ --7. 
एए को !2-/-8 लिख कर और य स का प्रयोग करने से 
839--8 5 (४--१2) --5 . 
योज्य # को दोनों श्लोर से काटने पर (४) 
8%४8--४--2 . 
पुत्र: 89 ल्‍+४ --2% शौर इसलिए (४) के फलस्वरूप 
&8-- 2:४--४--2. 
योज्य ४» को दोनों ओर से काटने पर 
20-52 2. 
खंड 2 की दोनों श्रोर से काटते पर 
58, 
42. किन्‍्हीं धन-संख्याश्रों & और 9 के लिए, सिद्ध कीजिए कि 
यदि! 670 तो्‌ ६9% 
हल ६ 9 
6.6>>6 0 अर्थात्‌ ७-60 (3) 
पुन: 6:7० । 
8.0 ->0.8 भ्र्थात 60 >> 0 (2) 
संबंध “>' के संक्रामक नियम का प्रयोग करने पर हम () और (2) से 
डे हे 95 8% 
प्राप्त करते हैं । 


3. किन्‍्हों धन-संख्यात्रों 5, 8, ०, 4 के लिए, सिद्ध कीजिए कि 
यदि 6>#9 और ०:०० त्तो $--०:०४--४. 
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हल 67-0० 
&-[-०6:>9--० 
पुतः 0>6 
0--७००४--6 
(४) श्रौर (४४) के फलस्वरूप 
&-+०:>००--४ . 
वैकल्पिक हल 
% और 4 ऐसी धन-संख्याएं हैं जिनके लिए 
०5० --४ 
0--४--५ 
(४) झौर (४४) के फलस्वरूप 
४-०८ (०--») +-(४-+-५) 
₹-(0--०)-+-(४-+-५) 
6--०:>7--6. 


प्रदनावली' 
।, » कोई धन-संख्या है ) सिद्ध कीजिए कि 
(४) यदि 48--5>8 त्तो 
(४४) यदि श्म्त्स् त्तो 
(४७) यदि 48--7>)7 तो 
(४४) यदि ४7०६ तो 
(०) यदि ॥7>4०--] त्तो 
(०४) यदि 4 >2 तो 


2. यदि ७, 2, ०, 6 ऐसी धन-संख्याएँ हों, जिनके लिए 


०79 श्रौर 6० 
तो, 60 >> 06. 


3. किन्‍्हीं धन-संख्याश्रों 8, ? के लिए सिद्ध कीजिए कि 
यदि 6:०7 त्तो ७१-87, 
4, # श्रौर ४ कोई धन-संख्याएँ हैं। सिद्ध कीजिए कि 


88 


(8) 
(४) 


यक,थयस 


४सडे 
4४ ----8 
४>%$ 
4%-- >]7 
$>22 
47>4#४--7 . 


(४) यदि... ७>2 तो (5०-80) -4>2(०-)-8) 


(४) यदि (88--80)--4:>8(9--8) तो 
(8) यदि. कला त्तो 
(४०) यदि बॉन-3ठन-7>7(2४--7) तो 


97०2 


७*--9०४--7>7(2७ --१ ) 


47>»१]. 
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अभ्युक्ति--बहुधा ? भ्रधिक है ७ से, कहने के स्थान पर हम कहते हैं कि ८ न्यूत है ० से 
झथवा « कम है ? से शौर प्रतीक रूप में 
6&<(0 
लिखते हैं । | 
उदाहरणाथे 9<4 क्योंकि 72:>9. 
8. किन्‍हीं धन-संख्याप्रों ७, 2, ० के लिए सिद्ध कीजिए कि 


(४) यदि. 6७६२8 तो ०८--०<४१--० 
(&) यदि ०--०<४--० त्तो क्द्छ 
(४४) यदि 6<<6 तो ७6 <( 896 
(४9) यदि. ०2< 06 त्तो &<< 9 
(०) यदि. ५&<<४ तो ८१<< 8४ 
(७४) यदि ४६८४ और 8<6 तो 8<<6. 


6. किन्‍हीं धन-संख्यानों ७, 8, ०, ८ के लिए सिद्ध कीजिए कि 
(४) यदि 6<8 श्रौर ०<ढ तो. 6#+#6<४न-व 
(४) यदि ७<:9 और ८४<७ तो ०0 << 96, 
7. & कोई धन-संझ्या है। सिद्ध कीजिए कि 
(४) यदि हं8--4<7 तो. 8%४<8 


(४) यदि 52<<8 तो 8४--4<7 
(#) यदि &णग-ं-3<78 तो ४<<6 
(४४) यदि #<6. तो 2४र्न-8<:46, 
5. खुले कथन ४ 
हम सत्य और भिथ्या कथत्ों के बारे में जानते है । उदाहरणार्थ निम्नलिखित प्रत्येक कथन 
सत्य है : 
(४) 8--#><4-- 8 (४) (2»८8)--85+9 » (3--2) हे 
(४) 8--8>4--8 (४०) $»2 7९89 
(०) यदि 4 से भिन्‍्त्र & कोई धन-संख्या हो तो 
; ७<). 
किन्तु तिम्नलिखित प्रत्येक कथन भिथ्या है : 
(४) 878 (४) 8--*-- (3 -|-&) 
(४४) 9<9 (४४) 72८3-28 2८8 
(०) धन-संख्याप्रों & और ४ के लिए 
यदि 5:0 तो 08>6॥. 
अब कथन 


8:0--4७- 8 
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और इसकी सत्यता के प्रइंन पर विचार कीजिए। कथन में » होने के कारण इसकी सत्यता के 


प्रघन का उत्तर हाँ या न में निड्चयपूर्वक देना संभव नहीं है। योग श्रौर गुणन के श्रपवर्तत नियमों के 
प्राधार पर 


थदि 8४ --4--३ 3 तो #-- 3 
गऔऔर विलोमतः 
यदि #त्नछ तो 88--4--8, 
इस प्रकार हम देखते हैं कि कथन तब और तभी सत्य होगा जबकि 
क्र्म्प्य्ठ 


झौर तब श्रौर तभी भिथ्या होगा जबकि 
577० 
प्रतीक '+-' को “बराबर नहीं है” पढ़ते हैं । 
ठीक इसी प्रकार कथन 
ह 5%४--75-7 
४सन2 के लिए सत्य है श्रौर ४||-१ के लिए मिथ्या है । 
जिन कथतों के विषय में हम सीधा ही यह तहीं कह सकते कि ये सत्य हैं श्रथवा भिथ्या उन्हें 
खुले कथन कहते हैं, क्योंकि इन कथनों के सत्य अथवा भिथ्या होने का प्रइन इनके विषश में कुछ भर 
जानकारी मिलने तक खुला रहता है । 
ऊपर के दोतों खुले कथन समीकरण हैं। इनके अतिरिक्त ऐसे खुले कथन भी होते हैं जिन्हें 
असमीकरणु अथवा असमता कहते हैं । 
खुले कथन 
83% -- << 20 
की और ध्यान दीजिए । यह एक, श्रसमता है । हम उन सभी घत-संझ्याश्रों को जानना चाहते हैं जिनमें 
से किसी एक द्वारा » को प्रतिस्थापित करने पर यह कथन सत्य हो जाए । 
परख से यह सरलतापूर्वक देखा जा सकता है कि ये संख्याएँ 4, 2, 8, 4, 6, 6 ही हैं, श्रन्‍्य 
कोई नहीं । 
ठीक इसी प्रकार हम खुले कथन 
28 --॥ 7०4 
पर विचार कर सकते हैं। यह भी एक असमता है। हम उन सभी सम धन-संख्याझ्रों को जानना चाहते हैं 
जिनमें से किसी एक द्वारा » को प्रतिस्थापित करने पर यह कथन सत्य हो जाए। यह देखना कठिन 
नहीं है कि ये सम धन-संख्याएँ निम्नलिखित हैं : 
हि 9, 4, 6, 8,..,.,.. 
इत प्रेक्षणों के श्रालोक में ग्रब हम निम्नलिखित धारणाओं का परिचय देंगे : 
(४) चर । 


36 बीजगशित 


(४) चर का प्रभाव-क्षेत्र । 
(४४४) खुले कथव का सत्य समुच्चय । 
सशीकरण अथवा असभतः के रूप में प्रत्येक खुले कथत में कुछ विक्षेष सख्याश्रों के श्रतिरिक्‍तत 
एक अथवा प्रधिक भ्रक्षर भी होंगे | संझ्याम्रों के साथ मिल जाने के प्रसंग में इस प्रक्षर का वर्णामाला के 
भंग के रूप में कोई भ्रर्थ नहीं। चस्तुत: प्रत्येक खुले कथन का संबंध संख्याश्ों के किसी एक समुच्चय के 
साथ अनिवार्य है और इस ग्रक्षर भ्रथवा इन अक्षरों को इस समुच्चय का अंग समभता होगा। श्रत: यद्दि 
ग्रक्षर » किसी खुले कथन में श्रा रहा हो भौर यवि 8 संख्याझ्रों का एक ऐसा समुच्चय हो जिसका ४ 
कोई भी अश्रंग हो सकता है तो हम 
ह » को स्वर औौर संझुच्चय & को उसका प्रभाव-न्षेत्र 
कहेंगे । ह 
इस प्रकार सम्ुच्चय 8 को » के प्रतिस्थापनों का ससुच्चम सी समझा जा सकता है । 
चर को प्रतिस्थापित करके 8 के कुछ अंग, दिए हुए खुले कथन को सत्य बना देते हैं । 8 के 
इत ध्ंगों को खुले कथत की सत्य संख्याएँ श्रौर इन सत्य संख्याश्रों के समुच्चय को खुले कथत का सत्य 
समुच्चय कहते हैं । 
उदाहरणार्थ खुले कथत 


! उै न <20 
के प्रसंग में चर & का प्रभाव-क्षेत्र धन-संख्याश्रों का समुच्चय है | इस कथन के सत्य समुच्यय के अ्रंग 
४ 3, 2, 8, 4, 5, 6 
है। 
पुनः खुले कथन 
22 --4 >> 4 
के प्रसंग में चर 9 का प्रभाव-क्षेत्र सभी सम धन-संख्याक्रों 
2, 4, 6, 8, 40' ' ' * * * 


का समुच्च॒य है। प्रभाव-क्षेत्र स्वयं ही सत्य समुच्चय है । 
कई बार हम प्रभाव-क्षेत्र का कोई भी ऐसा अंग नहीं खोज पाते जो चर प्रतिस्थापित, करके 
खुले कथत को सत्य बनाता हो । उदाहरणा्थ यदि खुले कथन «<ट] में » का प्रभाव-क्षेत्र सभी धन- 
संस्याभ्रों का समुच्चय हो तो » को किसी भी धन-संख्या से प्रतिस्थापित करके कथन को सत्य नहीं बनाया 
जा सकता। ऐसी श्रवस्थ! में हम यह कह सकते हैं कि खुले कथन का सत्य समुच्चय रिव्त अथवा खाली है। 
नीचे कुछ खुले कथनों के सत्य समुच्चयों की सारणी दी जाए रही है। इन सबसें चर का 
प्रभाव-क्षेत्र धन-संल्याश्रों का समुच्चय है : 
झुक कान ६ सत्य सम्ुच्चय (अंग) 
(४) 42--<<8 | (8) 
(४४) 48--3 < 9 «.. ६9, 9, 3) 


धन-संख्याएँ : संयोजन और संबंध झ 


(४४) 2४--१5--+ रिक्त समुच्चय 
(४)... शीक्‍्ला | 
(७) श४र्न-2>8 2, 3, 4, . .). 


पाठक का यह देखना चाहिए कि प्रत्येक वर्ग में प्रभाव-क्षेत्र को 
(क) सभी सम धत-संख्याझ्रों के समुच्चय 
(ख) सभी विषम धन-संख्याञ्रों के समुच्चय 

के रूप में बदलने पर सत्य समुच्चय किस प्रकार बदलेंगे । 


निस्संदेह हमने ऊपर दिए हुए खुले कथतों के सत्य समुच्चयों का केवल प्रनुमान लगाने का यत्न 
किया है । परंतु प्रत्येक स्थिति में ऐसा संभव नहीं है । फिर भी यह जानकर हमें प्रसन्‍्तता होगी कि समी- 
करणों भर श्रसमताशों के रूप में दिए हुए खुले कथनों के सत्य समुच्चयों को मिकालने के लिए योग और 
गुणन संयोजनों और क्रम संबंध के नियमों पर आधारित पर्याप्त क्रम-बद्ध विधियाँ विद्यमान हैं । 


खुले कथन के सत्य समुच्चय निकालने की विधि को खुले कथन्त का हल करना भी कहते हैं 


और सत्य समुच्चय का प्रत्येक श्रंग खुले कथत का मूल भ्रथवा समाधान कहलाता है । हम यह भी कहते हैं 
कि किसी खुले कथन के सत्य समुच्चय का भंग उसका समाधान करता है। 


तुल्य खुले कथन 
किसी दिए हुए खुले कथत के सत्य समुच्चय को तिकालने की विधि में खुले कथनों की एक 
शखला को प्राप्त करता होता है । इस श्य'खला में तिम्नलिखित गुण होते हैं: 
(४) “४ खला के प्रत्येक खुले कथत का सत्यं समुच्चय और दिए हुए खुले कथन का सत्य संमु- 
वचय एक ही होता है; 
(४) श खला का प्रत्येक खुला कथन उससे पहले भ्राने वाले सभी खुले कथनों से सरल 
होता है; 
(४8) शव खला के अ्ंतिम' खुले कथन का सत्य समुच्च॒य पूर्णतया स्पष्ट होता है । 
दो खुले कथनों के सत्य सझुच्चण एक ही हर ते उन्हें तुल्य कहा जाता है। इस प्रकार दो तुल्य 
कथनों के सत्य समुच्चय एक हीं होंगे । उदाहरणाथे कथन 8४--8--598 और 0४-|-6--0 तुल्प हैं । 
किसी खुले कथन के संत्य सम्ुच्चय को निकालने के लिए हम तुल्य खुले कथनों के युग्मों की 
एक ऐसी थ खला बनाते हैं जिसके भंतिम कथन का सत्य समुच्चय स्पष्ट हो । इस प्रकार अंतिम खुले कथत 
का सत्य समुच्चय दिए हुए खुले कथन का भी सत्य समुच्चय होगा । इस प्रध्याय में चर का प्रभाव-द्षेत्र 
प्रायः धन-सं झयाञ्रों का समुच्चय होगा । अन्य स्थिति में विशेष उल्लेख कर दिया जाएगा । 
पुल्य खुले कथनों की श खला प्राप्त करने के लिए हमें तिम्नलिखित चार मूल सूत्रों को ध्यात 
में रखना होगा: 
() किसी समीकरणा श्रथवा अ्रसमता के दोतों पक्षों में एक ही धन-संख्या का योग । 
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(४) किसी समीकरण अथवा असमता के दोनों पक्षों में, योज्य के रूप में आने वाली एक ही धन-संख्या 
का भ्रपवरतंन । 

(४४) किसी समीकरण पभ्थवा असमता के दोनों पक्षों का एक ही घत-संख्या द्वारा गुणन । 

(४9) किसी समीकरण अथवा असमता के पक्षों में खंड के रूप में आने वाली एक ही घन-संख्या का 
अपवर्तन । 


यह ध्यान देते योग्य है कि यदि सूत्र (४) द्वारा हम एक खुले कथन से दूसरे की श्रोर जाएँ तो 
सूत्र (४४) द्वारा पहले खुले कथन की शोर लौट सकते हैं। ठीक इसी प्रकार यदि सूत्र (४४8) द्वारा हम एक 
खुले कथन से किसी दूसरे कथन को प्राप्त करें तो सव (४०) द्वारा हम सदेव पहले खुले कथन की ओोर 
लौट सकते हैं । इस प्रकार थदि कोई खुला कथन सत्य हो तो इन चार में से किसी सूत्र द्वारा प्राप्त कथत 
भी सत्य होगा और विलोमतः भी । 


इस विधि की व्याख्या कुछ उदाहरणों द्वारा नीचे की जा रही है : 


उद्ाहरणु 
3, समीकरण 3%--8575! को हल कीजिए । 
हल समीकरण को 


3%8--8<<:6-- 8 
के रूप में भी लिखा जा सकता है। 
दोनों पक्षों के योज्य 8 को काठने पर 

8४-८6 (४ के प्रयोग से) 
इसको फिर 


%--४ ,2, 
के रूप में भी लिखा जा सकता है। 


दोनों पक्षों के खंड 8 को काठते पर 


छच्न्स्थ (४ के प्रयोग से) 
श्रपेक्षित सत्य समुच्चय में केवल संख्या 2 है । 


सत्यापन--परीक्षण प्थवा सत्यापन के लिए हम॑ देख सकते हैं कि 


(3 »९ 9) --8-57] 
सत्य हैं । 
2. समीकरण. %७---४--2 को हल कीजिए । 
हल समीकरशा को ' 
28--8 557 -- 8 
के रूप में भी लिख सकते हैं । 
दोनों पक्षों में योज्य 8 को काठने पर 
27%+--7 


(४ के प्रयोग से) 


धन-संझ्याएँ : संयोजन और संबंध 5 मा 


श्रब, हमें कोई ऐसी धन-संख्या » नहीं मिलती जिसको 2 से गुणा करने का फल 7 हो । इस प्रकार 
समीकरण का सत्य समुच्चय रिक्त है । 
8. असमता 2० --7<8 को हल कीजिए । 
हल अ्समता को 
29--7< ]] -|- 7 
के रूप में भी लिखा जा सकता है । 
दोनों पक्षों में योज्य 7 को काठने पर 
27% <:3], 
परख कर हम देखते हैं कि संख्याएँ , 2, 3, 4, 6 इस अंतिम कथन को सत्य बनाती' हैं । 
ग्रतः, असमता के समाधान समुच्चय में संख्याएँ ।, 2, 3, 4, 5 ही होंगी ! 
4, ७ का प्रभाव-क्षेत्र सभी विषम धन-संख्यात्रों का समुच्चय हो तो 
3४ --2 :>]7 
का सत्य समुच्चय निकालिए । 
हल दी हुई श्रसमता की 
82--279-[-2 
के रूप में भी लिखा जा सकता है। रे 
और इस प्रकार 39 श्रर्थात्‌ 38:०8 9८ 8 
का ४>> 8 
सत्य समुच्चय में संख्याएं 6, 7, 0, ]' * " ** * ही हैं। 


प्रदनावली 


3. भिम्तनलिखित समीकरणों के सत्य समुच्चय विकालिए। प्रत्येक वर्ग में चर का 
प्रभाव-क्षेत्र धन-संख्याश्रों का समुच्चय है: 


(४) ४8-- 58 --- 73 (४४) 82 -|- ४८-94 
(४४४8) 6! --७>८87 (४०) 87--४5-90 

(०७) 9--96-502 (७४) #+9 +-0१0 
(०४४) ४--79-578 (०४४४) 20--7.6 

(४४) 2४-- 6 (४) शक--एज्से 
(०४) 3--7४5८-3४--१9 (४४४) 89/--75->!8 
(४४8) 90॥/--8--40/--9 (४०) 68--75-2४-- 88 


(०४०) 809--] -- 89 -- 96. 


2. निम्नलिखित श्रसमताओं को » के लिए हल' कीजिए । प्रत्येक वर्ग में चर का प्रभाव- 
क्षेत्रधत-संख्याश्रों का समुच्चय है : 


क्र 
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(0. 2+-8>8 (ध)... ४०9 

(#९) 8%9--8 >20 (४४) ]8--9>0 +-१8 
०) हैं४-+-४<7 (७४) 357 

(०७) ए--8४<१४--)8. (७४४) 8<22-- 


(9) #ज-] < 78. 
3, तिम्तलिखित खुले कथनों को हल कीजिए। चर का प्रभाव-क्षेत्र विषम धन- 
संख्याञ्रों का समृच्चय है । 


(0) 9 --४४59० (७) 2४-5१6 
(४४) 8४--४< 7] ह (४) 8४--4< 98 
(४). 8079 (७४) ]]8--8< 0%--2], 


उदाहरण 
», ४ के लिए मिस्तलिखित खुले कथततों को हुल कीजिए । &, ४ का प्रभाव-क्षेत्र धन-संख्याप्रों 
का समूच्चय है । 
(0) ०न४का0) (४) ४६-३८". 
हल 
(४) श्रनिवाय॑त्:ः ४<], श्रब यदि ४>) तो ४5-१०. इसी प्रकार यदि ४-2» तो |॥/८+0, 
और श्रागे भी इसी प्रकार। भ्रतः सत्य सम्‌च्चय में संख्या युग्म (।, 0), (2, 9), (3, 8), (4, 7), 
(5, 6), (6, 8), (7, 4), (8, 8), (9, *) और (१0, ।) ही होंगे । 
(४) & का ख्ुनतस सूल्य । हो सकता है। जब ४०८! तो ५ संख्याञ्रों , 2, 3, $, 8 में से 
कोई एक हो सकती है । इसी प्रकार यदि ४--2 तो ४ संख्यात्रों ।, 2, 8, 4 में से कोई «एक हो सकती 
है, भौर झागे भी इसी प्रकार । श्रतः सत्य समुच्चय से संख्या युग्म (, ), (!, 2), (), 8), (3, 4), 


पा (3, 7), (७, 8), (2, 8), (2, 4), (3, ।), (38, 2), (3, 3), (५ ।), ($, 2), (5, ।) ही 
हांग। 


प्रदरनावली ह 
यदि. ४, भर ४ कोई धन-संख्याएँ हों तो तिस्तलिखित' खुले कथनों को हल कीजिए, : 
(१) &४-- ३ स्थाप (४) 2४--9४ 3 
(४४) 2४---५<:9 (४०) &४--म9/७८0. 


0. व्यवकलत झौर विभाजत्त 


च्यवकलन--यदि ८ और 8 कोई दो घन-संस्याएँ हों तो क्या सदैव हम एक धन-संख्या ४ 
निकाल सकते हैं जिसके लिए 


क्ष्स्स्य्स न ह हि 


धत-संख्याएँ : संयोजन श्रौर संबंध ही 


इस प्रश्न का उत्तर होगा नहीं, क्‍योंकि यदि 6८, ? क़मशः 3 और 5 हों तो हम कोई धन- 
संख्या नहीं निकाल सकते जिसके लिए 
85-४8 --6. 
मात्र लीजिए कि & और 2 कोई दो धन-संख्याएँ हैं। वस्तुतः क्रमसंबंध '>>' के आधार पर हम जानते हैं 
कि 6४ होने पर ही धन-संख्या ८ जिसके लिए 
छच्ज्न 0 न त्‌ 
विद्यमान होगी । 


यदि संख्या ८ विद्यमान हो तो इसे क्रमित संख्याश्रों ८ और 8 का अ'तर कहते हैं। इसको 
प्रतीक रूप में 


6-9 
लिखते हैं । इस प्रतीक को ७ ऋण 7 ग्रथवा ? व्यवकलित & में से' पढ़ेंगे । श्रतः समतः 
(#<59-- ४ 
को 
6-+-0 पं 


के रूप में भी लिखते हैं । 

संख्या ०-8 को प्राप्त करने की विधि व्यवकलन कहलाती है अतः व्यवक्ल्नन गण का प्रतिल्षो्त 
है । निश्चय ही, ८-2 वह संख्या है जिसे ० में जोड़ने से योगफल & हो जाए । 

व्यवकलन द्वारा घन-संखझ्याञ्रों ७ भौर ? के क्रमित थुर्म के साथ हम धन-संझ्या «--४ का 
संबंध तभी जोड़ सकते हैं जब ७-०8 । - इस सीमा बंधन के कारण हम संदेव किसी धत्त-संख्या को किसी 
दी हुई धन-संख्या में से नहीं घटा सकते । हम कहते हैं कि व्यवकलन के प्रसंग में धन-संख्याओं का समुच्चंय 
बंद नहीं है । यहाँ पाठक यह्‌ ध्यान दें कि योग के प्रसंग में धन-संख्याश्रों का समुच्चय बंद है क्योंकि हम 
सदैव किन्‍्हीं दो धन-संखझ्यात्रों को जोड़कर, योगफल एक धन-संख्या के रूप में प्राप्त कर सकते हैं । 

यह भी ध्यान देने योग्य हैं कि जहाँ-जहां ७ में से 8 को घटाया जा सकता है, वहाँ ? में से ७ को 
नहीं घटाया जा सकता। श्रतः धत-संख्याओ्रों के ससुच्चय में क्रम-विनिमेय नियम का प्रश्न ही नहीं उठता । 

झब तीन धन-संख्याएँ, जेसे 28, 2, 38 इसी क्रम में लीजिए । साहचये की दो विभिस्ल 
रीतियों द्वारा हम 

(28 --9) --$ ओर 38-- ((2--४) 
धन-संख्याएँ प्राप्त करते हैं । 

ये संख्याएँ क्रमशः 0 श्रौर 6 बनती हैं । श्रब निष्कर्ष क्या होगा ? वस्तुतः हम यह देखते हैं 
कि धन-संख्यात्रं के समुच्चय में व्यवकलन की सहचारिता नहीं होती । | 

विप्पणी 


एक धम-संख्या में से किसी दूसरी को सदैव न घटा सकने के सीमाबंधन के कारण हमें ध्यात 
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रखना चाहिए कि जब भी प्रतीक 
6--+? 
 श्राए, तो हम प्रतिबंध 
०87>9 
में कार्य कर रहे हैं, भत्ते ही इस प्रतिबंध का स्पष्ट उल्लेख न हो । 
<दाहरण 
], किन्‍्हीं धन-संख्याश्रों ८७, 8, ० के लिए सिद्ध कौजिए कि 
6[0-- 0) २२60-७0 
यदि 078. 
ह्ल्ल 0>0 
से ४97>66 
न ४0--०6 सार्थक है । 
ग्रब. 7[0--०)--०४०८०८८०[ (9--०)--०] ' 
ड्द्य्त ५0 त््‌ 
ग्रतः &(8--8) २२०9--४6 परिभाणा 


3, धन-संख्या & के किन मूल्यों के लिए व्यंजक 
(28--9)--४ 
साथथंक है ? 
दल 207--8 सार्थक है जबकि 
228 > 8, 
जिसको दूसरे रूप में... ४ > # 
लिख सकते हैं । 
पुनः (88--8)--» सार्थक है जबकि 
(28--8) >>». 
दोनों पक्षों में 8 जोड़ने पर इसका तुल्य रूप 
| 20 >>४--8 
प्रथवा अजै-४>४-ै-8 
होगा । 
दोनों पक्षों पे योज्य 88 काटने पर 
४ 7> 8. 
इस अकार दिया हुआ व्यंजक तब साथंक होगा जब 
४ >> 4 और # > 8 
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झत:ः विया हुआशा व्यंजक तब और तभी सार्थक है जब 
४ >> 8. हि 
इस प्रकार » संख्याश्रों ), 0, 7, 2, , ...में से ही कोई हो सकती है । 


8. समीकरण 
8--- 89४ “5 है 


को हल कीजिए । चर का प्रभावःक्षेत्र धन-संख्याश्रों का सम्‌च्चय है | 
हल ४ ऐसी संख्या होनी चाहिए जिसके लिए 


है >859. 
झौर यह तभी संभव है जब 
हि ५-5. 
पुनः 8-- 6४ -- 3 
का तुल्य रूप 8-5४ --3 है । (व्यवकलत की परिभाषा) 
भ्रब इसके तुल्य रूपों की शव खला इस प्रकार है : 
8-|-3--8%-- 8, 
85-82, 
प्ले 


अ्रतः दिए हुए समीकारण का हल ! ही है । 
परीक्षुणु--# के लिए ! लिखने पर 


3-- 8.] +++ 
एक सत्य कथन है । 
प्रदनावली 
4. जहाँ संभव हो पहली संख्या में से दूसरी को घटाइए । 
(४) 28, !7 (४४) ४7, 89 हि 
(४४४) 44, 2 (४०) ॥6, 6 


2. धन-संझ्या ४ के किन मूल्यों क्रे लिए निम्तलिखित व्यंजक सार्थक हैं? 
(४) ६--» (४४) ४--9 (४8) #--(8४-- $) 
3, निम्नलिखित खुले कथनों को हल कीजिए । चर का प्रभाव-स्षेत्र धन-संख्यात्रों का समच्चय है। 


(४) ४--45-90 (8) 7--8४5७-4 
(४४) #--3 >>7 (०) 2-#श्वटा 
(०) 8--»४ <:<8 (०७) 3४-२2 <5 


विभाजन े 
योग के प्रतिलोम व्यवकलन के समान, गुणन का प्रतिलोमभ विभाजन होता है । 
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यदि ५ और 8 कोई दो धत-संख्याएँ हों, तो क्या सदेव हम एक धन-संख्या ० निकाल सकते 
हैं जिसके लिए 


है कत्न्मत6 ? 
हम इस प्रदान को एक विशेष स्थिति में देखते हैं जिसमें 
क्ष्न्स्स्चे और धर 
क्या हम एक ऐसी धत-संख्या ० निकाल सकते हैं जिसके लिए 
8४-26 7 
इस प्रइन का उत्तर होगा “नहीं । वस्तुत: 
ह 9 ५८--2 ग्और 2» शल्चन 
श्रौर यदि ०>2 तो २८००० ५८० 
अर्थात्‌ 26 >4. 
इस प्रकार हम कोई धन-पंझया ८ नहीं मिकाल सकते जिप्तके लिए 
,. 35-26, 
तथापि, ७ श्रौर 9 कुछ विशिष्ट संझ्याएँ होने पर हम ऐसी संख्या 6 निकाल सकते हैं जिसके लिए 
ह ; 95-308. 
उदाहरणार्थ, यदि ७ज्जॉ9- और 953 तो 6्व्म्ट्व 
क्योंकि ]2--8 9८ 4. 
परिभाषा | 
दी हुई दो संस्याओों ७ और ०» के लिए, यदि एक ऐसी धन-संख्या ० विद्यमान हो जिसके लिए 
क्ब्स्य्छ8 
तो हम 
श्य्स्कर9 


लिखते हैं। इसे हम 

/ 6 विभाजित 8 से बराबर है ० के 
पढ़ते हैं और कहते हैं कि ७ विभाज्य है ? से । हम यह भी कहते हैं कि 9 खंड है 6 का अथवा तुल्य रूप में 
6 अपबत्ये है 0 का । 


संख्या 4---० को प्राप्त करते की विधि को विभाजन कहते हैं। निश्चय ही ८४---?, यदि विद्य- 
सान हो, तो वह घन-संख्या है, जिसे ७ से गुणा करते पर गुणनफल धन-संख्या ० हो जाए । 
जब घन-संख्या 
क्ष्न--0 द् 
'विद्यमात हो केवल तभी विभाजन द्वारा हम धत-संख्याम्रों & और 8 के क्रम्तित यूग्म के प्राथ 
उसका संबंध जोड़ सकते हैं। दो विभिन्‍त धन-संख्यात्रों & और ? में से यदि 8 स्लंड हो ७ का तो ० खंड 
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नहीं होगा ? का । किन्तु यदि ७ झौर ४ बराबर हों तो '७ खंड है ० का' श्रौर !/ खंड है ७ का' थे दोनों 
कथन यरुगपत्‌ सत्य होंगे । उदाहरणाथ, यदि 
6#>८ 20 -व्य 

तो 6 खंड है 8 का भौर ० खंड है 6 का क्योंकि धन-संख्या । विद्यमान है, जिसके लिए 

| 48:553 ,8 

किसी धन-संख्या को किसी दूसरी धन-संख्या से सदेव विभाजित न कर सकते के सीमा-बंधन के 
कारण हम कहते हैं कि विभाजन के लिए घन-संख्याओं का सप्ुुरुचय बंद नहीं है । किन्तु गुणन के लिए ग्रह 
बंद है । 

यह ध्यान देने योग्य है कि यदि 6 विभाजित हो सके 8 से तो 6 श्रौर 8 के समान होने पर ही 
8 विभाजित हो सकता है & से | इस प्रकार धत-संख्याश्रों के समुच्चय में विभाजन की क्रम-विनिर्ेयता 
नहीं होती । 

ग्रव॒ तीन बन-संख्याएँ, जैसे 72, 0, 2 इसी क्रम में लें। इन तीन धन-संख्याश्रों से साहचरये की 
दो विभिन्‍न रीतियों द्वारा विभाजन करने पर हम 

(72-72) --2 और 7४--(2--४) 

दो धननसंख्याएँ प्राप्त करते हैं । ये संख्याएँ क्रमशः 


“2 और 72-:-6 
अर्थात्‌ 8 शर 2 ' 
बनती हैं । 
का इसलिए हम देखते हैं कि धन-संख्याश्रों के समुच्चय में विभाजन का साहचर्थ नियम नहीं 
होता । 


टिप्पणी--एक घन-संख्या को किसी दुसरी धन-संख्या से संदेग विभाजित वे कर सकने के सीम[- 
बंधन के कारण हमें ध्यान रखना चाहिए कि जब भी प्रतीक 
क-:-0 रा 
आए, ते हम प्रतिबंध 6 अपवर्त्य है 9 का' अथवा तुल्यरूप में * खंड है. ७ का' में कार्य कर रहे हैं, भत्ते ही 
इस प्रतिबंध का स्पष्ट उल्लेख न हो | 
इसमें कोई संदेह लहीं कि व्यवकलन श्र विभाजन के सीमा-बंधनों के कारण अ्रस्ततोष की 
भावना रहती है। फिर भी यह एक रोचक तथ्य है कि विस्तुत और सूंदर संख्या सिद्धांत धन-संख्याप्रों 


के समुच्चय में विभाजन के सीमा-बंधन की ही देन है। श्रष्याय ता में इस संझ्या सिद्धांत के प्रारंभिक 
स्वरूप पर विचार किया जाएगा । 


मं यह कहना अप्रासंगिक नहीं होगा कि कई भारतीय गणित्तज्ञों, विशेषतः रामातुजनू, को इस सिद्धांत 
में मौलिक योगदान करते का श्रेय प्राप्त है । ु 


40 बीजगणित 


प्रदनावली 
१. जहाँ भी संभव हो, पहली संख्या को दूसरी से भाग दीजिए : 
(४) 26, 8 (४) 28, 58 
(४४) 37, 87 (४४) 4, 32. 
9, धत-संझ्या » के किन मूल्यों के लिए निम्नलिखित व्यंजक साथेक हैं : 
(४) कन्‍्र+0 (०) शा 
(8) (४-9) - 3 (9) 80--(४-०-१) 
(४) 80-:- (7--») (४४) (४--2) न्जी. 


8. मिम्तलिखित खुले कथनों को हल कीजिए। चर का प्रभाव-क्षेत्र धत-संख्याश्रों का 
समच्चय है । 


() 8-०0 से (४४) (४-2) 4-9 सू२$ 
(१४) (8:४--4)--35-9 (४०) बन्द) 72 $ 
(७) $--४ «7 (७४) 4+४ >> 3. 


7. संक्रियाओं का क्रम, समुहन-प्रतीक, कोष्ठक 
अब तक हम योग भर गुणन की संक्रियात्रों तथा उनकी प्रतिलोम व्यवकलन ओर विभाजन 
की संक्षियाओ्रं के नियमों का अध्ययन कर चुके हैं । हमने व्यवकलन और विभाजन की संक्रियाओं के सीभा- 
बंधनों का निर्देश भी किया हैं। इनमें से प्रत्येक संक्रिया द्विमम है क्योंकि धन-संख्याओ्रों के युग्म से ही 
प्रत्येक संक्रिया द्वारा एक धन-संख्या प्राप्त होती है। इन चार संक्रियाओं के लिए निम्नलिखित प्रतीक 
प्रयोग में भाते हैं : मु 
न 7 ७2682 पट 


प्रत्येक प्रतीक दो संख्यात्रों के मध्य में श्राकर अंततः एक नई धतत-संझ्या बनाता है। उदाहरण 
के लिए 


8-+-2ल्‍-४8, 8--4$--, 2 »( 3-50, 0 -:-2--9. 
प्रत्येक वर्ग में हम दो संस्याएं श्रौर चार में से एक संक्रिया लेकर चलते हैं । 

के परंतु ऐसे व्यंजक भी होते हैं जिनमें एक से अधिक संक्रियाएँ श्र दो से अधिक संख्याएँ झाती 
हों। को स्थिति में यह ध्यात देने योग्य है कि प्रायः संक्रियाश्ों का क्रम महत्त्वपूर्ण होता है क्योंकि सभी 
संक्रियाशरों के पश्चात्‌ प्राप्त होने बाला श्रंतिम फल उनके क्रम पर निर्भर होता है। नीचे के उदाहरणों में 
हम संक्रियाशओ्रों के क्रम पर भ्रंतिम फल की निरभरता के प्रदर्शन का प्रयत्न करेंगे । 

+. व्यंजक 

9-...4--8 
पर विचार कीजिए । 


इसमें तीन संख्याए' 2, 4 श्र 3 हैं श्रौर व्यवकलन की संक्रिया दो बार आती है। व्यवकलन 
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प्रतीक संख्या 4 झौर 3 के बीच तथा 22 और 4 के बीच श्राता है। कौन-सा व्यवकलन पहले किया जाए 
इसके आधार पर हम दो विभिन्‍न रीतियाँ श्रपता सकते हैं । 
इस प्रकार संख्याए 
8-- (4 -- 8) 
श्रथवा (328--4) --४ 
प्राप्त होती हैं 
इस प्रकार यदि पहले दायाँ और फिर बायाँ व्यवकलन करें तो संख्या 
9-- (4-- 8) -+]9 --] +८१॥ 
प्राप्त होती है । 
इसके विपरीत, पहले बायाँ श्रौर फिर दायाँ व्यवकलन करने पर संख्या 
(2--4) -- 8-78 --8-->४ 
प्राप्त होगी । 
दोनों स्थितियों में दो भिन्‍न परिणाम वमिकलते हैं । 
अतः, यदि व्यंजक 
]9---4--8 
के साथ व्यवकलन के क्रम का पता न हो तो हम एक अनिश्चित स्थिति में उलभ जाएँगे । 
संक्रियात्रों के क्रम का निर्देश करने के लिए हम 


समूहन-प्रतीकों 
अथवा 
कोष्ठकों 
का प्रयोग करते हैं। 
सामान्यतः प्रयोग में आते वाले कोष्ठक-युग्म - 


() [3 3) 
क्रैसश: है 


लघु, गुरु, घन कोष्ठक कहलाते हैं । 
इस प्रकार किसी संक्रिया-प्रतीक से संबद्ध दो धन-संख्याश्रों के दोनों ओर हम विशेष प्रकार का 
कोष्ठक युग्म रख देते हैं । किसी व्यंजक में हम एक ही प्रकार के कितने ही कोष्ठक-युग्मों का प्रयोग 
कर सकते हैं । 
पुनः व्यंजक 
]9--4 --8 
को देखिए । 
ऊपर के वर्णन के अतु्तार यदि हम समूहन-प्रतीकों का प्रयोग निम्नलिखित रूप में करें तो 
परिकलन की दो रीतियों का स्पष्ट उल्लेख हो जाएगा । 
(४) 78--(४--8) ; 
(४) ([2--4)--8 
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(2) में पहले दायाँ और (&) में पहले बायाँ व्यवकलन करना होगा । इस भश्रकार 
9--4--8 
की अस्पष्टता का निवारण समृहन प्रतीकों द्वारा होने पर 
9--- (4--3) न्:2--- ] :-4] 
४ (78--4)--8 हद 8-७ लनओओं 
रूप स्पष्टतः प्राप्त होते है । 
नीचे कुछ श्रौर उदाहरण दिए जा रहे हैं । 
7, दो विभाजनों वाले व्यंजक 
24 -- 6-2 
को देखिए । इसमें | 
24---[6 -:-9) --२१4-:- 8-८४ 
(24-:-6) ८६ 4-० 4--/स्म, 
पा, व्यंजक 
, 70» 2 
को देखिए । इसमें 
24:-:- (6 ८ 9)-524-:-2 <+ 2 है 
(24-:-6) 2८ 2:54 »< 9<--8, 


3९, व्यंजक 
984 2८ 6-:-9 
को देखिए । इसमें 
24 ४९ (6-:-9) --24 ५८ 8-79 
और (24 »८ 6) -:- 2544:-:-2-- 72, 
ए. व्यंजक | 


2--8 3८ 6 

को देखिए । इसमें ॥। 
2-- (3 2९ 60) --2-|-8--20 
(2४--8) ५ 6-56 ८ 6 ८580. 


79, व्यंजक 
#७--9--6 
को देखिए । 
प्रब 6+(0+-०)5-(०-०४)+० 
व्यंजक | 


6 >( 9» 6 
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के लिए 
७ | 99>< ८) से (6 >> ०) ८6 
हम देखते हैं कि संक्रियाश्रों का क्रम प्रायः महत्त्वपूर्ण है । निस्‍्संदेह ऐसी स्थितियाँ भी होती हैं 
जिनमें वग ।९ झौर शा के समान्त श्रतिम फल एक ही होने के कारण कोई अस्पष्टता नहीं होती । 
यदि किसी व्यंजक में दो से झ्रधिक संक्रियाएँ भी एक साथ प्राती हों भ्नौर उसमें कोई श्रस्पष्टता 
हो तो समूहन प्रतीकों द्वारा उसे दूर किया जा सकता है ! 
उदाहरणार्थ, चार संख्याझ्रों श्रौर त्तीन संयोजनों वाले व्यंजक 
6--90-0 ४६ 6 
पर विधार कीजिए । इस रूप में यह व्यंजक अरस्पष्ट है। भिन्‍्त-भिन्‍्त रूपों में कोष्ठक रखने से 
प्रायः भिन्‍्न-भिन्‍त संस्याएँ प्राप्त होती हैं, परंतु एक बार कोष्ठक रख 'चुकने पर संख्या निग्चिचत हो जाती 
है। इस प्रकार तिम्तलिखित विभिन्‍न व्यंजक प्राप्त होते हैं : 
(0) [(७--४०)--० ] »€ 6 
(४) [७-- (0 -६- ०)|>६ ६ 
(४४) ७--[ 9-+- (6०८ ०)] 
(०) «८+[(8--०) १६ ८] 
(०) (४+-०)-+(० >< 6) 
यह ध्यान देने योग्य है कि पाँचों वर्गों में संस्यात्रों श्रौर संक्तिया-प्रतीकों के स्थान वही रखे 
गए हैं । 
इस भाग का समापन करते हुए हम यह कहना चाहते हैं कि यद्यपि शग्रापको विभिन्‍न संक्रियाएँ 
करने का सामान्य क्रम बतलाया गया होगा, तथापि यह केवल परम्परा की बात है | इसलिए इस पुस्तक 
में हम सदेव कोष्ठकों का प्रयोग संक्रियाएँ करने का क्रम बताने के लिए करेंगे । 


प्रश्नावलीं 
कोष्ठकों के प्रमोग द्वारा निम्तलिखित में से विभिन्‍त विशेष संद्याएं निकालिए । 
(४) 60--8-८- १९ (४) 47--9--8 »€ 4 
(४४) 72--0--४ ;< १ (४0) 89८0--3 -|-$. 


समुच्चय, फथन, प्रतीक-निरूपण 
इस श्रध्याय में हम बार-बार धन-सेंस्पाम्रों के समुच्चय की बात करते रहे हैं। इस भाग में 
हम समुच्चयों की भाषा और संकेत-पद्धति तथा कथतों के प्रतीक-निझूपण का परिचय प्राप्त करेंगे । 
समुच्चय ब्स्‍्तुओं का समूह है श्ौर समूह की प्रत्येक वस्तु को इस समृच्चय का एक अवयब 
अथवा एक आग कहते हैं | समृच्चयों के उदाहरण रूप में हम मिम्नलिखित को ले सकते हैं : 
(४) भ्ापके विद्यालय के सभी छात्रों का समुच्चय । 


80 बीजगणशित 
(४) दिल्‍ली के सभी मनुष्यों का समुच्चय । 
(४8) सभी धन-संख्याश्रों का समुच्चय । 
(४०) 8 से कम सभी धन-संख्यात्रों का समुच्चय ! 
७) सभी सम धन-संख्याश्रों का समुच्चय । 
(०४) 7 के सभी श्रपवर्त्मों का समुच्चय । 
(०४) 8 के सभी घातों का समुच्चय ! 
(७४४) सभी धन-संख्यात्रों ४, जिनके लिए 2४--45759, का समुच्चप । 
(४४) सभी धन-संज़्याश्रों ७, जिनके लिए 2४--9< 7, का समुच्चय । 
(४) सभी धन्-संख्याप्रों ७, जिनके लिए 88--47>7, का सम्‌च्चय । 
(29) संख्याओं 2, 7, ] का समुख्चय | 
(४४४) 4 के खंडों का समुच्चय | 
किसी समुच्चय का तिरूपण करने के लिए हम उसके सभी अंगों को धनु कोष्ठकों के बीच 
लिख देते हैं। भतः, उदाहरणा्, ४७, ०, ०४, ७४४४, ४४, ४४ समुच्चयों का निरूपण 
(४०) (१, 9, 3, 4) 
(०) (2, 4, 6, 8.“ 
(४४) (2, 2१, 2, 2 *****) 
(७४४) (५) 
(७0) (% 7, ॥7] 


(४४) (7, 8, 8, 4, 6, 72) 
के रूप में किया जा सकता है ! 


प्रदनावलों 
(४४), (४०), (४४) भौर (४) समुध्चयों का निरूपण उनके अंग लिखकर कीजिए । (४०), 
(४४) प्रकार के समुच्चयों श्रोर (४४), (०), (४४) प्रकार के समुच्चयों में भेद किया जा 
सकता है । (#8) या (») या (०४४) समुच्चय के सभी श्रंगों को लिख सकना संभव नहीं है । 
इस प्रकार के समुच्चयों को अनंत और (॥०), (७४) प्रकार के समुच्चयों को संत कहते हैं । 


प्रइतावली 
(४) पाँच सात समुच्चय लिखिए । 
(४) तीन भनंत समुच्चय लिखिए । 
कथन 
डै४-- 7-52 
को सत्य बनाने वाली सभी धम-संख्याझ्ों के समुच्चय का उदाहरण लीजिए । क्योंकि संख्या 
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7 श्रधिक है 2 से इसलिए हम देखते हैं कि कोई धन-संख्या » सम्भव नहीं है । इस प्रकार के 
समुच्चम को हम पहले ही एक विशेष नाम दे घुके हैं। वह झ्रापको स्मरण होगा कि ऐसे 
समुच्चय को हमने रिक्‍्तसमुच्चय कहा था। जिस समुच्चय में कोई वस्तु न हो उसे रिक्त, 
जाली या वस्तुरहित समुच्चय कहते हैं। ऐसे समुच्चय को प्रतीक $ ह्वारा सूचित करने की प्रथा 
है । इस प्रतीक को 'फ़ाई! पढ़ा जाता है । 
प्रायः समुच्चयों को सूचित करने के लिए बड़े श्रक्षर 3, 7", &, 8, 0 इत्यादि प्रयोग में प्राते 
हैं। धन-संख्याभ्रों के समुच्चय 
(2, 8,:2««६« । 
को प्रतीक '४ द्वारा सूचित करेंगे । 
हमने समुच्चय की किसी वस्तु को उसका अंग कहा हैं। अरब, यदि 6 किसी समुच्चय 9 का 
अंग हो तो हम 
%& €& ॥#$ े0 
लिखते हैं और इसे & निहित है $ में! अथवा ० झवयव है 8 का! श्रथवा 6 श्'ग है 9 का! पढ़ते हैं। 


प्रद्नावली 
यदि & सम्तुच्चय (2, 5, )) हो तो निम्नलिखित कथनों में से कौन-से सत्य और 
कौन-से मिथ्या हैं ? 
() 2 € 8 (४) 8 € 8 
(8) 4 € ४ (४9) 8 € &. 
यदि कोई वस्तु ८ समुच्चय & का झवयव नहीं है तो हम 6 € ४ लिखते हैं । ७ हेंट & 
इसे “४ अ्रंग नहीं है ५ का' पढ़ते हैं । 


प्रझनावली 
यदि 8 समुच्च [!, 2, 3, 4, 0, 2) हो तो निम्नलिखित कथनों में से कौन-से सत्य 
ग्रौर कौन-से मिथ्या हैं ? 


( (७) # € & (४) 6 € ४8 
(४) ४8 € 8४ (४0) & € 8 
(2) + € ४ (०४) 42 € ४ 
(७४) ॥2 € #& (४४) 4 € &. 


संकेत पहुंति : पाठक देखेगा कि मगले ग्रध्याय में हम धन-संख्याञ्रों के खंडों के समूच्चयों का 
भ्रध्ययन करेंगे । हमने संख्या ० के सभी खंडों के समुच्चय को खंड 6, द्वारा सूचित करने की 
संकेत पद्धति यहाँ अ्पनाई है । उदाहरण के लिए 

बैंड 8--[], 2, 3, 4, 6, 9). 
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प्रदनावली 

निम्गलिखित समुच्चयों का तिझूपण कीजिए । 
(४) खंड 8 (४) खंड 28 
(7४8) खंड 86 (१४) खंड 58 
(०) खंड 7 ४४) खंड 24 
(४४१) खंड 60 (०४४४) खंड $., 


समुच्चय-निर्मात्री सकेत-पद्धति---किसी समुख्चय के विभिन्‍न श्रंगों को लिखने के स्थान पर कई 
बार इसके निरूपण का प्रयोग भ्रधिक सुविधाजनक होता है । इस मिरझूपण को हम प्रायः समुच्चय-निर्मात्री 
संकेत-पद्धति कहते हैं । उदाहरण के लिए, समुच्चय (9, 2*, 2*, 2/,..... ) का निरूपण 
[2 :% € ऐर) 
के रूप में होता है । 
इस का भ्र्थ यह हुआ कि समुच्चय 'र के प्रत्येक श्रंग श्रर्थात्‌ प्रत्येक धन-संख्या द्वारा » को 
प्रतिस्थापित करके प्राप्त होते वाली सभी धन-संख्याएँ 2" इस समुच्चय के अंग हैं । इस निरूपण को 
निम्नलिखित रूप में पढ़ सकते हैं : 
संज्याएँ 2", जहाँ # ब्ंग है ४ का, सप्ुण्चय बनाती हैं | भरत; ' : को जहाँ” पढ़ते हैं । 
पुनः समुच्चय (), 2, 3, 4, 5, 6) का निरूपण 
(४:०४ < 7, » € ४) 
के रूप में हो सकता है। न्‍ 
समुच्चम (4) का निरूपण ॥ 
( : 28--]5-509, ४ € |) 
प्रौर समुच्चय (5, 0, 8, 20,.,....] का निरूपणा 
(68 : & € 7) 
फे एप में हो सकता है । 
समुच्तयों की समता 
परिभाषा : यदि 8 का प्रत्येक अग / का भी आग हो और जिलेणतः / का प्रत्येक कग 9 का 
भी क्रम हो तो दोनों समुच्चण और /' बराबर कहलाते हैं, 
पाठक सरलता से देख सकते हैं कि निम्नलिखित सत्य कथत हैं । 


(४) [86 : 6 € रे) -+ (8, 0, 8, 20,..... ) 
(४) [7, 8, 8) नर (5, ), 8) 
(88) (४; शैकनए > 7, ० € थी) -+ (3, 4, #, 6,...... । 
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यह ध्यान देने योग्य है कि समुख्चय केवल एक समूह है और उसके भ्ंगों का क्रम कोई महत्त्व 
नहीं रखता । इस प्रकार, उदाहरण के लिए, * 

(, 8, 8, 7) ऋ्ू ६7, 8, 3, ।). 
किसी अ्रंग की आवृत्ति से भी समुच्चय नहीं बदलता । अ्रतः 
(7, 8, #, 8, )) 55 [!, ), 7, 3, 8, 8) 
समुच्चय का उपससुच्चय ८८ समुच्चम का अति समुच्चय 

परिभाषा-यदवि 2! का प्रत्येक श्रंग ७ का भी श्रंग हो तो समुख्चय 2 समुच्चय & का उप- 

समुच्चय कहलाता है । इसको प्रतीक रूप में 
7 5 8 

लिखते हैं प्रौर (४' उपरामुच्चय है & का' अथवा 2! अन्तर्विष्ट है & में! पढ़ते हैं। पुत: यदि ४ उपसमुच्चय 
हो 8 का तो हम यह भी कहते हैं कि & प्रतिसमुच्चय है ४ का | इसको प्रतीक रूप में 


8 3 4! 
लिखते हैं और 8 शअ्रतिसमुच्चय है 7 का! झ्रथवा & में श्रत्तविष्ट है 2” पढ़ते हैं। उदाहरणार्थ 
(४) (0, 8, छझ) ८ ६3, 8, ॥, ।). 


(४) श्रापकी कक्षा के विद्याथियों का समृच्चय उपसम्‌ ज्यय है भ्रापके विद्यालय के विद्याथियों 
के समुच्चय का । 
(४४) दिल्‍ली निवासियों का समुच्चय उपसमुच्चय है भारतवासियों के समृच्चय का । 
(#) धन-संख्याश्रों का समुच्चय झ्रतिसमुच्चय है 80 के खंडों के समृच्चय का प्रतीक रूप में, हम 
कि > खंड 86 
लिख सकते है । 
पुनः खंड 86 ८ खंड 36 
श्र्थात्‌ 36 के खंडों का सम्‌ व्चय श्रपता उपसम्‌च्चय भी है । 
वस्तुतः प्रत्येक समुच्चय & अपना उपसमभु च्चय भी होता है । हमें केवल यही देखता है कि (७ का 
प्रत्येक भंग ७ का भी श्रंग हो और यह निश्चय ही होता है | श्रतः किसी भी समृच्चय #& के लिए 
9 (_ ४ 
एक सत्य कथन है । 
पुन; किसी भी समुच्यय # के लिए सर्देव 
के न 
होगा अर्थात्‌ खाली समुच्चय उपसमुच्चय होता है प्रत्येक समुच्चच & का । इसको समभने के लिए हमें 
यह देखना होगा कि # का प्रत्येक अंग ४ का भी अंग है, दूसरे शब्दों में, हमें यह देखना होगा कि $ 
का कोई ऐसा शअ्रंग नहीं जो & का अंग ते हो, क्योंकि $ में कोई झंग नहीं । इस्नलिए उपर्युक्त परिणाम 
तुरंत निकल आता है । | 
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ब्रत: गिष्काष यह हुआ कि प्रत्येक अ-रिकत समुच्चय # के कम से कम दो डपस्मुच्चय $ और 
8 अवश्य होते हैं। [ 

परिभाषा : सुच्चय & के 6 और 8 से फ़िन्त किसी उपसमुच्चय ४ को का वास्तविक उप- 
समुच्चय कहते हैं। है 

सावधान--विद्यार्थी को भंग है' और 'अतर्विष्ट है! के प्रतीकों क्रमशः 

€५ ६ 

में उत्पन्त हो सकने वाले किसी भी भ्रम के प्रति सावधान रहता चाहिए । किसी भी कथन में प्रतीक € 
के बाँई और कोई भ्र'ग॒ भ्रौर दांई ओर कोई समुच्चय होता आवश्यक है ।परंतु प्रतीक ८: के दोततों शोर 
एक-एक पमुच्चय का होना श्रावश्यक है । 


उदाहरण 
() ८ ३, &, 3, ४) 
॥ &€ (, 2, 3, &| 
यह ध्यान देने योग्य है कि ।. तो अंग है किन्तु () इस अंग । का समुच्चय है। 
प्रदनावली 
निम्नलिखित समुच्चयों के सभी सम्भव उपसमुच्चय दीजिए । 
() (), 3, 8,) (४) (7) 
(४४) (9, 0) (४७) #. 


ऐसा भी हो सकता है कि किन्‍्हीं दो समुच्चयों # और ४ में से कोई भी एक दूसरे का उप- 
समुच्चय न हो । उदाहरण के लिए क्रमद: 24 श्ौर 86 के खंडों के समुच्चय लीजिए । पाठक को चाहिए 
कि वह इन दोनों समुच्चयों को लिखे भ्ौर देखे कि इन दोनों में से कोई भी एक दूसरे का उपसमुच्चय 
क्यों नहीं है । 


प्रदनावली 
निम्नलिखित को सिद्ध किजिए । 
() खंड 9 (८ खंड 36 (४४) खंड 30 7) खंड 5 
(४४) खंड 8 उपसमभुच्चय नहीं हैं खंड 30 का (४७) खंड 30 उपसमुच्चय नहीं है 


खंड 8 का । 
संख्याओं के किसी समुच्चय केन्यूनतम और अधिकतम अंग ह 
धन-संख्यात्रों के समुच्चय है को लीजिए । निश्चय ही समुच्चय 7! का श्रंग । इसके किसी भी 
अंग से या तो च्यून है या बराबर है । इस संख्या । को समुच्चय शे का न्यूनतम कहते हैं । 
वस्तुत: सप्ुच्चय पके प्रत्येक अतिरिक्त उपसस्ुच्चय में सदैव कोई न्यूनतम आग होगा। घन- 


संख्याश्रों के समुच्चय के इस नियम का वर्णव यह कहकर किया जाता है. कि धन-संख्याज्रों का समुच्चय ऐप 
पुकमित है। 


धत-संख्याए : संयोजन भर संबंध है8 


यदि हम 7 के किसी सांत उपसमुच्चय, जैसे 
नई), 3, 6, », 38) 
को लें तो & का श्रंग 8 इसके प्रत्येक अंग से श्रधिक श्रथवा उस श्रग के बराबर है। इस संझया 8 
को ४ के सभी अ्रंगों में से अधिकतम कहते हैं। समुच्चय रे का कोई अधिकतम अंग नहीं होता। 
पुनः ऐै के किसी सांत उपसमुच्चय का तो श्रधिकतम श्रंग होता है किन्तु 'षि के किसी प्रनंत 
उपसंभुच्चय का प्रधिकतम अ्रंग नहीं होता । 


प्रइनावली 
मिम्नलिखित में से प्रत्येक वर्ग के स्यूनतम गौर अभ्रधिकतम (यदि विद्यमान हों) 
ग्रंग लिखिए : 
(४) (2, $, 6, 8,.. .) (४) (9, 4, 6, 250) 
(४४) ६१0, 7, 2, 48,...) (४०) (0, 78, 88, 70] 


(०) 3) 
समुच्चयों की संक्षियाएँ, संध और सर्वेनिष्ठ 
कोई दो समुच्चय ७ झ्रौर ४! लीजिए । समुच्चय 8 में मरा समुच्चय 2 में या दोनों में निहित 


सभी श्रंगों के समुच्चय थी समुब्चस & और ४ का संघ कहते हैं। इसे प्रतीक रूप में 8(।7 लिखते हैं, 
इसमें () संघ का प्रतीक है । 


ग्रतः 9 (व च्॑शि:४ € #याश € या (४ € ७ श्ौर ० &€& 72)) 
उदाहरणार्थ यदि ७ न्॑[, 3, 8, 7) 

श्रौर रा स्तर, 4, 6, 8, पा हे 

त्तो 89 / >्योप, धन-संख्यात्रों का समुच्चय 

पुनः यदि &# पता 2, 3, | 

आर था -|[, 8, 4) 

तो 8004 न, 2, 3, 4, 6] 


पाठक को ध्यात देता चाहिए कि एक बार लिखे गए अंग को दुबारा नहीं लिखा जाता | ऊपर 
के उदाहरण में यह देखा जा सकता है कि & और / दोनों के प्ंग 2 को एक ही बार लिया गया है । 


प्रदनावली 
, निम्नलिखित समुच्चयों के लिए & (। ? निकालिए : 
(४) #न्‍|, 2, 3), --[), 2, 3, 4| 
(४) ७, » 7), 7-4, 6, »,) 


(४). 8-7, 8, 8, 8), 4--[], 9, 3, 4, 6, 9) . 


88 


बीजगणित 


2, प्रदत्त एक के तीनों वर्गों के लिए 2! (। & निकालिए भश्रौर देखिए कि 


5) धज्ष्छि 2 (/ ४, 


8. तीन समुच्चयों 


लत, 4, 6) 
#>-[॥, १, 0) 
0ल्‍-, 8, 9) 


के लिए (4 (। 2) ७७ 0और 4 (/ (5 (४ 0) निकालिए भौर परखिए कि (.4 (/ 5) 
(१) 0ज-4 (४ (8 हि ०) 


4, प्रश्न 8 औौर 3 में परसे गए समुच्चयों के संध के तियरमों का ताम लिखिए । 
8. कोई तीन समृच्चय .4, # भ्रौर 6 लिखिए श्रौर (४ (/ 2) (४ ० श्रौर 


(७ (/ 8) (४ 5 निकालिए । 


सर्वनिष्ठ 


कोई दो सम्‌ृच्चय & और 27 लीजिए । इन दोनों में निहित सभी अंगों के समुच्चम को ७ और 
2! दोतों समुच्चयों का सर्वेन्िष्ठ कहते हैं । इसे प्रतीक रूप में 


लिखते हैं । 
भरत: 
उदाहरणार्थ यदि 
तो 

झौर 

पुर: यदि 

त्तो 


इसी प्रकार यदि 
त्तो्‌ 


38४ 


5 


& []) (५:८5 थि +४ €& 8४ और ए € 7) हे 
४+-खंड 36 और 2'-- खंड 24 
855, 9, 8, 4, 6, 0, ।2, 8, 80) 
2--६, 2, 3, 4, 6, 8, 8, 24) 

# () 255४, 2, 3, 4, 0, 2), 
$ल्‍5[, 3, 8), 2--[7, #) 

#  2>5(१, 8), 
शिन्न, 0, है) और 7-६4, 0, 7) 

6 () ४-०9, 


क्योंकि कोई भी ऐसा श्रंग नहीं जो # झ्ौर ? दोनों में हो । 


प्रहनावलीं 


, पिछले भाग के प्रहत 7 में दिए हुए समुच्चयों 8 शरौर ४' के लिए 8 # 2 


झौर 2 [) 8 निकालिए और देखिए कि 


& ॥) 7८-7४, 


धन-संखस्याएँ : संयोजन और संबंध हा 


2, पिछले भाग के प्रइन ४ में दिए हुए समुच्चयों 4, 5, 0 के लिए (4 3) 0१ 6 
ग्रौर & 0 (8 ॥ 0) निकालिए । 


8. कोई तीन समुच्चय &, 3, 0 लिखिए और निम्नलिखित को निकालिएं । 


(४) (0) (8()0) (७) (840)8) (॥ (8(00) 
(४8) &()(8(१0) (४०) (408) १ (8(/०) 
(०) 80) (७४) &([१९ 


कथन--पीछे हमारा सम्ब्यवहार सत्य, मिथ्या श्रथंवा खुले कथनों से रहा है। नीचे हम ऐसे 
प्रतीकों का परिचय देंगे जिनसे कथतों श्र उनके आपसी संबंधों का प्रतिपादन सुविधापूर्षक हो जाता है 

मान लीजिए 9 और ७ दो कथन हैं, तो कई बार ऐसी स्थिति होती है जिसमें हम कहते हैं 
कि ' 

यहिं ? तो ९, 
जैसे उदाहरण रूप में 
यद्धि ४9 ते। 6 |-6 >> 9-- ०. 

स्पष्टतः, यह तो माना ही है कि ७, 0, ० सभी घन-संख्याएँ हैं | 

प्रतीक रूप में हम लिखते हैं कि 

7+> 

श्रौर इसे पढ़ते हैं /? के फलस्वरूप है (३, 
इस प्रकार उदाहरणार्थ किसी धन-संझ्या » के लिए 


५ 2० ४ सटे थी > 0४ 
पुन; 2? श्रौर ७ दो ऐसे कथन हो सकते हैं जितमें £” फलस्वरूप है ६? के | प्रतीक रूप में हम 
// < (0 


लिखते हैं । 
उदाहरण के लिए यदि ७, 8, ० कोई घन-संख्याएँ हो तो गुणत के अपवर्तेत नियम द्वारा 
4 पते 0 <मल 66 5 06, 
प्राप्त होता है । 
प्राय; ४! भ्ौर ( ऐसे कथन भी होते हैं जिनके लिए 


22: (0 
और ]0<- (0. 
ऐसी स्थिति में हम 24<> () 


लिखते हैं और इसको 


58 बीजगशित 


# के फलस्वरूप है 00 भर 7? फलस्वरूप है 0 के पढ़ते हैं। तब हम यह भी कहते हैं कि कथन 2 और ७ 
तुल्य हैं । उदाहरणाथ, किनन्‍हीं धन-संख्यात्रों ४, 2, ० के लिए 
6 है >> 60-८6 
और ६ 0 <स 66+- 00, 
इनमें से पहला गुणन की परिभाषा का परिणाम है। दोनों को इकदूठा करके 
&८- 0 4? 68--- 08 


लिखते हैं । इस प्रकार किन्‍्हीं धन-संख्याश्रों ७, 0, ० के लिए कथन ७८८४ भौर ७०७८-०० तुल्य हैं । 


प्रघनावलो 
सिद्ध कीजिए कि 
(४) 2४ न 3>7<००४२>2 
(४४). ७४--6-5७४--] <के ४२%. 
इस श्रध्याय में हम बहुधा 'सभी के लिए', “विद्यमान है' श्ौर 'जहाँ' (जिसके लिए) तीन वार्क्याशों 
का प्रयोग करते रहे हैं। भ्रागामी ग्रध्यायों में भी पाठक इन तीनों वाक्‍्यांशों का बहुधा प्रयोग देखेगा । 
इनके लिए तिम्नलिखित तीन प्रतीक हैं: 
सभी के लिए! रण 
विद्यमान है' पल 
जहाँ! (जिसके लिए) 
इस भाग की संकेत पद्धति द्वारा हम अध्याय के मूल परिणामों को एक स्वच्छ और संहत रूप 
में पुत: लिखने का प्रयत्त करेंगे । यह देखा जा प्तकता है कि विद्यार्थी के इन प्रतीकों के प्रयोग से एक बार 
परिचित हो जाने पर स्थान, समय और प्रयास की बहुत बचत होती है । 
उदाहरण के लिए हमें ज्ञात है कि धन-संख्यात्रों में 529 केवल तभी जब ७ें कोई ऐसी धन- 
संद्या विद्यमान हो जिसके लिए 
6-5 9-- 6. 
पुनः यदि ८ कोई ऐसी धनत-संख्या विद्यमान हो जिसके लिए 
9-59 -- ४ 
त्तो &7> 8, 
प्रतीक रूप में इस पूरे कथन को 
87>9०<> 34 €ब :; 6--४--० ७७०, 0 € व 
लिखते हैं | अर्थात्‌ सभी धन-संख्यात्रों ७ और 8 के लिए ७ भ्रधिक है ० से' तब और केवल तभी ,जब ४ 
कोई ऐसी घन-संख्या विद्यमान हो जिसका 8 के साथ थोगफल ७ के बराबर हो । 


घम-संण्याएँ : संयोजन श्रौर संबंध हर 


9. विभाजन कलन विधि 
यह ध्यान रखना आावदयकर है कि धन-संख्याझ्रों के समुच्चय पर में ऐसा भी सम्भव है कि किन्हीं 
दो धम-संख्यात्रों में से कोई भी एक घूसरे का खंड न हो । जैसे थन-संख्याओं 4 और ॥# में से न तो 4 खंड 
है 6 का भौर न 6 खंड है 4 का । 
इसका अर्थ यह हुआ कि यदि ७ और # कोई घन-संख्याएँ दी हुई हों तो ऐसा भी हो सकता है 
कि & विभाजित न हो / से । पाठक को स्मरग होगा कि ऐसी स्थितियों में वह अपनी प्राथमिक और 
भाध्यमिक कक्षाओं में & को # से विभाजित करने पर प्राप्त भागफल और शेष की बात करता रहा है । 
नीचे हम इस विधि को यथारीति प्रस्तुत करने का प्रयत्न करेंगे | 
दो धन-संख्याएँ 8 श्रौर 2 लीजिए | इतगे 24: 9, साथ ही 9 के अ्रपवर्त्यों के समुच्चग्र में 
0) लेजर के ५27 22॥) 85,7७६ 
संख्याए हैं | हम देखते हैं कि 24 इस सम्ुज्चय का श्रग नहीं है प्र्थात्‌ 24 अ्रपवर्त्य॑ नहीं है 
0 का । हम यह भी देखते हैं कि प्रारंभ में अपवर्त्य 24 से न्यून है किस्तु एक विशेष प्रवस्था के बाद तक 
ऐसा अपवर्त्य मिल जाता है जो 24 से किचित अधिक है । इससे एकदम पहले माने वाला अपवर्त्य 24 से 
स्यूत सभी अपवर्त्यों में श्रथिकतम है । ये दोनों अपवर्त् क्रमण: 39: 0 और 29९४ हैं। वस्तुतः संख्या 24 
संख्या 9 के दो क्रमागत भ्रपवरत्यों 2»: ४ ग्रौर 8:८७ के बीच में श्रा गई हूँ । इस प्रकार 
2 ५ 9 «724 2 ४ १ ६, 
और क्योंकि ४५८ 5:2+ 
इसलिए 0 एक ऐसी धन-संझ्या है जिसके लिए 
24: :9 »/ 20. | - ४, 
श्रत: भागफल और शेष कहलाने वाली दो धन-संख्याएँ क्रमशः: ४ श्रीर 8 है । 
यह ध्यान देने योग्य है कि संख्या 6 (शेप) अनिवा्यत: न्यून है संख्या 0 (भाजक) से । 
पुन; दो संख्याए, जैसे, 20 और ४ लें। संख्या ४ के अ्रपवरत्यों के समुच्चय में 
)9९8, 29८3, 83८ ४७, ४»: 8, 56% 3, 0२३, 7%८3, 8:७8, ..... 
संख्याएँ हैं और 20 इस समुच्चय का अश्रंग नहीं है । तथापि 
0;९ ४ < 20 «7 :< ४ 
श्रौर 2॥ 5-8 १८ 0-2. 


यहाँ 6 भागफल है श्रौर ४ शेप है जो भाजक ४ से न्यून है । 


प्रदनावली 
निम्तलिखित संख्या युग्मों के लिए ऊपर के दो उदाहरणों की विधि को 
दोहराइए । 
(६) 38 और ४ (४४) 9 श्ौर 25 
(४४) 704 और 887 (४४) 224 श्रौर 848. 
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ऊपर के विवेचन द्वारा हम निम्नलिखित परिणाम पर पहुँचते हैं, इसको विभाजन कल्नन विधि 
कहते हैं । 

प्रमेष : यदि & और 8 दो ऐसी धन-संख्याएँ हों जिनमें ०7£, ००9 और 6 विभाजित नहीं 
है 8 से तो दो संख्याएँ (अ्रद्वितीय) 4 और # विद्यमान हैं जिनके लिए 

४5 ०३१--४ , /<< 9, 
उपर्षत्ति : 6 के अपवर्त्यों के समुच्चय में 
8, 20, 38, 48,.... .... 

संख्याएं हैं । 

क्योंकि 8 खंड नहीं है ८ का इसलिए 6 उपर्यक्त समुच्चय का भ्रग नहीं है । 

प्रारंभ में 8 के अ्रपवर्त्य ७ से स्यून हैं किन्तु एक विशेष अ्रवस्था पर पहुंचकर ४ का एक ऐसा 
अपवर्त्य प्राप्त होता है जो संख्या 6 से किचित अधिक हैं। 

मान लीजिए कि 0६ श्रधिकतम श्रपवरत्य है 0 का जिसके लिए 


40 < 6 
और - (१--)0 *> ७ 
अतः 4० < ७ 5: (9--१)9. 
अब क्योंकि 4४ <: ७ इसलिए एक ऐसी घत-संख्या, जेसे, / विद्यमान है 
जिप्तके लिए 
८ 00 नै ( 
साथ ही क्योंकि 6 << (0--)8 
इसलिए ॥--०< 09 -- 8? 
ग्र्थात्‌ +ब्ट0 


पुनः संख्या 6 ४ श्रौर ((--१) ? को प्राप्त करने की विधि यह सिद्ध करती है कि 4 प्रद्धितीय 
है । और क्योंकि 4 भ्रद्वितीय है इसके फलस्वरूप » भी ग्रद्वितीय है । इतः प्रमेय । 


प्रदनावली 
धत-संज्यात्रों के निम्नलिखित युग्मों के लिए भागफल और शेष तिकालिए : 
(४) 37, 8 (४) 286, ॥7 
(8४) ह78, 7 (४०) 9087, 28 
(०) 88885, 26 (०४) पा, ए7, 


पुल परिणामों का संक्षेप 
(१). (५०--४)-(१+-०) ४ 99 धषषा यक 
४४) (७--०)--०००४-- (०-०) ४ 6,90० ६ यस 


धत-संख्याएँ : संयोजन श्रौर संबंध 6] 


(४४४) (॥च८६ (६ ४. (६, |) ध्ट पथ शक 
($४) (6 #) 6८-६6 (# ४) ४४ #, ॥ 6 ६ भ्स 
(४) कल 4 सा भा ध्ट्यष गए 
(ण). 6 (0-6) हलक "०४ ८ ७ 8, है, 6. 7प न 


त्रिविकल्प निगम 
(४) किन्‍्ह्रीं दो धन-संख्याश्रों ७ श्र 9 के तिम्मभलिखित तीन विकल्पों में से एक और केवल 
एक ही होगा ! 


| ) वर्थए (2) (४ ०-॥/ (3) #7--७, * 
संक्राभकता सिगम 

खोर ७.७॥ शरीर #:|6 बस्क ह., हू 6, 6 हा पंप 

ंश क 750 को ० २९९:००.) ४ ऋ. ह, 0, । ६ ऐप 

मर 6.30 देश 6 ९ +/ ४ ४ 2, ॥ ८ (| पे 

श४ दमाझति ० धन्‍पू-0 ० # 6 प 0, ॥, 6 €: स्‍प 

कार कद) 4० है (सम 6, 0, ८ ( 7 
सुक्रमणु मिगम 


४४४ पर के किसी उपरासूच्चय # में सर्देव स्युनतम अ्रग होता है । 
विभाजन कल्षत विधि 

४० यदि & शभौर 0 दो ऐसी घन-संख्याएं हों जिनमें ॥ £ , ७ :-७ झौर 6 विभाजित नहीं हैं 
0 से तो दो संख्याएँ (भ्रद्वितीय) ॥ श्रौर » विद्यमान हें जिनके लिए 

॥# 7 7 (| ४ 9-77, 

0. निर्मेय 

इस भाग में हम धन-संख्याप्रों के समुच्चय के निग्र्मों का प्रयोग विभिन्‍म प्रकार के निर्भयों को 
हल करने के लिए करेगे | हंम देखेंगे कि किसी निर्मेष को हल करने के लिए हम पहले उसे सम्तीकरण 
अथवा असमता में रूपांतरित करेंगे । इनके हल से श्रंततः निर्मेय का हल मिल जाएगा । 

कुछ निर्मेयों के उदाहरण देने से पूर्व हम साधारग भाषा के वाक्‍्यों को गणितीय रूप में लिखने 
के भौर विलोमतः के भी उदाहरगा देंगे । थह जानना रोचफ होगा कि साधारणा भापा के वाक्य का 
गणितीय रूप एक ही होता है किन्तु गरिततीय रूप का झ्राख्यान एकाघिक रूप से भी हो सकता है । 
उदाहरण 

7, ० दो क्रमागत धन-संस्याझों का योगफल 07 है' को गरितीय भाषा में 

शन॑- (४--7) स्म्पव7 

के रूप में लिखा जा सकता है । 
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2. गशितीय रूप 
#-+ (»नै- ) न्‍त्07 
का भ्रनेक विभिन्‍न रूपों में ग्राख्यान हो सकता है, जैसे, 
(४) दो क्रमागत संख्याओं का योगफल 67 है । 
(७) एक भाई दूसरे से । वर्ष बड़ा है भ्ौर दोनों की झ्रायु का योगफल 07 है। 
(४४) एक व्यक्ति की दो दिन की छुल कमप्ताई 67 रु० है और वह दूसरे दित पहले दिन से एक 
रुपया भ्रधिक कमाता है । 
(४४) एक कार दो घंटे में 07 किलोमीटर जाती है झभौर दूसरे घंटे में पहले घंटे से एक किलो 
भीटर भझधिक जाती है। 
चर» 
(5) पहली संख्या 
४) छोटे भाई की आय 
) व्यक्ति की पहले दिन की कमाई 
) पहले घंटे में कार द्वारा पार की गई दूरी 
का तिरूपण करता है। 
विद्यार्थी इस बात के महत्त्व को देखे कि एक ही समीकरण चार विभिन्‍न स्थितियों के असुरूप 
रहा है। निस्‍्संदेह ऐसे और भी बहुत से झ्ाख्यान हो सकते थे । 


प्रश्नावली 
. साधारण भाषा के तिम्नलिखित वाक्यों को गशितीय भाषा में रूपांतरित 


( 
(३ 
॥क्‍ 


कीजिए ! 
(४) दो क्रमागत संख्याश्रों का गृणानफल 8 है । 
(४) दो संख्यान्रों का योगफल 87 है और इनमें बड़ी छोटी से 8 
अ्रधिक है । 
(४४) एक कक्षा में बालकों की संख्या बालिकाओं की संख्या से 8 श्रधिक 
है श्र वक्षा में विद्याथियों की कुल संख्या 57 है । 
(४0) पिता की आयु पुत्र की दुगुनी आयु से तीन वर्ष भ्रधिक है शौर दोनों 
की कुल आयु 69 वे है। 
(७) एक आायत का परिमाप 42 सें० मी० है श्रौर इसकी लम्बाई चौड़ाई 
से 8 सेंग्मी० अधिक है । 
2. प्रइत ) के प्रत्येक वर्ग में चर किसके लिए श्रात्ता है| 
के 3. निम्नलिखित खुले कथत्तों का कम्त से कम दो विभिन्‍न रीतियों में श्राख्यान 
काजए :; 


(४) ४--85:48 (8) ४--(2४--) 582 
है शन-(४--7) < 382. (७) %--१ (४--।) 5-42 


०७) ४-68 >> 3%8--] 


धत-संख्याएं ; संयोजन और संवंध 608 


निर्मेधष ।, 3 के दो क्रमागत अपवर्त्यों का योगफन 7! है | संख्याएँ निकालिए । 


हल : 
निर्मेय के श्रनुसार 3 के दो क्रमागत अपवर्त्यों का योगफश )7] है। ४ के इन अ्रषवरत्यों 
को निकालने के लिए हमें उयंजकों की ग्रावश्यकता होगी । हम यह मानकर चलते हैं कि इसमें से एक ४७ 
है | तब दूरा 8 (४--]) होगा । और क्योंकि दोनों का योगफल' 7 दिया हुआ है इसलिए 

ह४--॥ (&-- ॥]>57। 
6%-- 8-5 [7] 


दस 
दंगा 005 |-8:८7]08 -|-४ 
८ (2 :-- ] 08 

दे (85: 0 ;% ४ 
रे ४25 


श्रौर तब 8४०८६१4 श्रौर ॥ (2-|-) #८8१. 


श्रतः अपेक्षित संख्याएँ 84, 87 हैं । 
निर्मम 9, तीन घंटे में एक कार !80 किलोमीटर जाती है। यदि दुसरे घंटे में पार की गई 
हरी पहले घंटे में पार की गई दूरी से दुगनी हो श्रौर तीपरे घंदे में पार की गई दूरी दुररे घंटे में पार की 
गई दुरी से & किलोमीटर कम हो तो पहल्ले घंटे में पार की गई दुरी निकालिए । 
हज ; 
मान लीजिए कि पहले घंटे में पार की गई दरी ४ कि०्मी० है। तब दुसरे घंदे में पार 
की गई दूरी 52४ क्रि०्मी० श्रौर तीसरे घंदें में पार की गई दूरी--(28--6) कि० मी० । 
क्योंकि तीन घंटे में पार की गई कुल दूरी 80 कि० मी० है। इसलिए 
४-|- 2४-|- (2 #४--8)55१80 
० ४-2 #- (20-४8) नल 60--8 
<+ श]-0 शन-शि४८-२766 
5 8#ल्‍-]868 


दर #त्ज्य 0, 


श्रतः पहले घंटे में पार की गई दूरी 3 कि० मी० है । 
निर्मेंय 3, 600 ० को ग्रतिता, कविता भौर श्रतूपा में इस प्रकार बाँटिए कि कविता को 


भ्रनिता के भाग के दुगुने से 20 रु० कम और प्रदूपा को कविता के भाग से 50 २० श्रधिक भिल्लें | 
हल : 


भाव लीजिए कि श्रनिता को # रु० मिलते हैं । 
तब कविता को (2४--20) रू० 
और अनूपा को [(22४--20) --80] रु० मिलेंगे । 
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इस प्रकार निर्मेय तिम्नलिखित खुले कथन के अनुरूप हो गया है । 


न (20--20) -- (2४--30) --४00 
#ने- (28--30)--(28--20)--500 


च्प्त 

7 ॥ छ४--(2४--४७० ) |-2 8 5500 --20-- 820 
श्र 8%2--805--85290--400-- 30 
थ्छे 8%8---490 

क्ष्ले #४>-- 98. 


ग्रतः भ्रतिता को 98 ६०, कविता को (98 »८2--20) ० श्रर्थात्‌ ।76 ६० और शअ्रनूपा को 
(१76--80), श्र्थात्‌ 226 रु० सिल्लेंगे । 

निर्मेष $, एक वर्ग का सें० मी० में परिमाप इसके वर्ग सें० मी में क्षेत्रफल' के बराबर है । वर्ग 
' की भुजा निकालिए । 
हल 

मान लीजिए कि वर्ग की भुजा » सेंग्मी० है। 

तब इसका परिमाप 4% सें०मी० होगा । 


साथ ही वर्ग का क्षेत्रफल स्ञ७,७ वर्ग सें० मी० । 
हु 478---:॥९,२४ 
द्ढ 4:::- १, 


ग्रतः वर्ग की भुजा & सें० मी० होगी । 

, निर्मेध 5. एक झायत की भरुजाएँ पूरे सें०मी० में ठीक नापी जा सकती हैं। इसकी लंबाई 
चौड़ाई से दुगुनी है श्रौर इसका क्षेत्रफल 46 वर्ग सें०मी० श्रथवा उससे कम है। इसकी लंबाई के सभी 
संभव मूल्य निकालिए । 
हल 

मान लीजिए कि आमत की बौड़ाई » सें०मी० है । तब इसकी लंबाई 2४ सें ०मी० होगी । 
इस प्रकार श्रायत का क्षेत्रफल ४. (22), अर्थात्‌ 2४ वर्ग सें०मी० होगा । क्योंकि यह क्षेत्रफल 
46 वर्ग सें०मी० अ्रथवा इससे कम्त है, इसीलिए 


22%”: 48 
कल 227%<< 2 »८ 28 
दर ४*«& 28, 
इस संबंध का समाधान करने वाले » के मूल्यों का समृच्चय स्पष्टत:ः 
(0, 2, 3), 4) 


है । 
ग्रायत्त की लंबाई 2, 4, 6 या 8 सें०मी ० होगी | 
सत्यापन विद्यार्थी प्रत्येक परिमाप के सही होने का सत्यापन करे । 


पर-सख्याएँ : संयोजन श्रौर संबंध ३ 


प्रदनावलो 


ऐसी क्रमागत संख्याएँ निकालिए जिनका योगफल ४7 हो । 
ऐसी दो क्रमागत समय संख्याएँ निकालिए जिनका योगफल 4+ हो । 
ऐसी दो क्रमागत विषम सख्याएँ निकालिए जिनका योगफल 08 हो | 
8 के दो क्रमागत अपवर्त्यों का योगफल 68 है । संख्याएँ निकालिए । 
ऐसी तीन क़मागत संख्याएँ मिकालिए जिनका योगफल 8] हो । 
ऐसी तीन क्रमागत सम संख्याएँ मिकालिए जिनका योगफल १08 हो । 
7. ऐसी तीन क्रमागत विषय संख्याएँ निकालिए जिनका योगफल 827 हो । 
8, दो संख्याश्रों में से बड़ी, छोटी के दुगुने से 7 श्रधिक है । यदि उनका योग- 
फल 04 हो तो दोनों संझ्याएँ निकालिए । 
9. एक संख्या का सात गुणा, दूसरी संख्या के तेरह गुणा से 2 कम है। 
संख्याएँ तिकालिए । ' * 

]0. एक संख्या के दुगुने में 8 के योग का, झौर उसी संझया के तिगुने में 8 
के योग का फल बराबर है| संख्याएं निकालिए ! 

]]. दो संख्याश्रों में बड़ी, छोटी से 8 अधिक है| उनका योगफल 27 से कम 
होना भ्रावश्यक है। छोटी संख्या के सभी संभव मूल्यों का समुच्चय भिकालिए | 

]2, किसी संख्या के तिगुते और 9 का योगफल उसी संझया के पाँच गुणों भौर 
7 के श्रंतर से श्रधिक है। इस संख्या के सभी संभव सूल्यों का समुच्चय निकालिए । 

3. बया किसी संख्या के दुगुने श्रौर 3 का योगफल उसी संझुया के सात गुरो 
से श्रधिक हो सकता है ? 

4. कया किसी संझ्या के तिग्रुने और 0 का योगफल उसी संझया के नौ गुरी 
से श्रधिक हो सकता है ? 

]5. एक कार दो घंटे में कुल 00 कि०्मी० चली । यदि वह दूसरे घंटे में 
पहले घंटे में पार की गई दूरी के तिगुने से 20 कि० मी० कमर चली हो तो वह पहले घंटे में 
कितनी चली ? 

]0, एक वर्ग का परिमाप 28 सेंण्मी० से कम है। यदि भुजा पूरे सें०मी० 
में मापी जा सके तो उसकी सभी संभव लंबाइयाँ निकालिए । 

॥7. एक बर्ग की भुजा पूरे सेंण्मी० में मापी जा सकती है। यदि परिमाष 
24 सें० मी० से कम और 2 सें०्मी० से श्रधिक हो तो वर्ग की भुूजा की सभी संभव 
लंबाइयाँ निकालिए | * 

8. एक झ्रायत का परिमाप 4 सें० मी० है। यदि झायत की लंबाई चौड़ाई 
के दुगुने से 2 सें० मी० कम हो तो उसकी चौड़ाई निकालिए । 


खा 


कफ की ६० [७ 
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49. एक त्रिभुज का परिमाप 86 सें० मी० है। यदि इसकी एक भुजा दूसरी 
से 5 सें० मी० कम श्र तीसरी भ्रुजा दूसरी घुजा से 8 सें० मी० अधिक हो तो त्रिश्ुज की 
तीनों भुजाएँ निकालिए । 


20, यदि तीत क्रमागत संख्याएँ किसी त्रिधुज के तीन कोणों के श्रंश-माप हों 
तो संख्याएँ निकालिए । 

2, एक पात्र का घतफल दूसरे के घनफल से 0 लि० कम है । दोनों मिलकर 
92 लि० धारण कर सकते हैं । दोनों पात्रों का पृथक्‌-पृुथक्‌ घतफल क्‍या होगा ? 

92. राम और इ्याम के पास 80 रु० हैं। यदि राम के पास श्याम के रुपयों 
के दुगुने से # कम हों तो श्याम के पास कितने रुपए हैं । 


28. राम, दयाम और कृष्ण भें 800 र० इस प्रकार बाँटिए कि राम को 
इयाम से 20 रु० श्रधिक और द्याम को कृष्ण से दुगुने मिलें । 

24, एक कक्षा में 50 विद्यार्थी हैं। लड़कियों की संख्या लड़कों की संख्या के 
चौगुने से 6 कम है । लड़के लड़कियों की संख्या निकालिए । 

25. ५6 विद्यार्थियों की कक्षा में लड़कों की संख्या लड़कियों की संख्या के 
तिगुने से 5 श्रधिक है । लड़के लड़कियों की संख्या तिकालिए । ; 

26. पिता पुत्र की आयू का योगफल 05 वर्ष है। श्रब से 5 वर्ष के पश्चात्‌ पिता 
की श्रायु पुत्र की आय से दुगती हो जाएगी । उनकी वतेमात आयु निकालिए । 

27. पिता पुन्न की आयु का योगफल 60 बषं है। तीन बष पहले पिता की 
आयु पुत्र की आयु से दुगुती थी। उनकी वर्तेमान आयु निकालिए । 

28. एक संझु्या का दहाई अ्रंक इकाई अंक .के दुगने से / कम है। यवि अंकों 
का योगफल 8 हो तो संख्या निकालिए । 

29. दो श्कों वाली एक संख्या का दहाई अंक इकाई अंक से दुगुना है | यह 
संख्या, प्रंकों को उल्लटने पर प्राप्त होने वाली संख्या से 8 भ्रधिक है। संख्या चिकालिए । 

सिहावलोकन प्रशइनावली 
3. यदि 


4४2, 7, 3, 9, 8, 8) 
5+--6, 7, 8, 77, 9] 
0--[6, 4, 9, 4, 6] 
तो निम्नलिखित पसमुच्चय क्‍या होंगे ? 

4()+, 2()0, 00)4, 

47+>, 8()6, 6(/१4, 

4) (270), 47 (8(/०) 

(408) ॥ (4५0) (4005) (७ (400) 


धम-पख्याएँ : संयोजन भर संबंध रे 


2. यदि 
2/-+[» : » खंड है 48 का) 
2/-+ [४ : » खंड है 68 का) 
ज्॑( ४३% खंड है 20 का) 
255४ : ४ खंड है 270 का) 
तो भिम्नलिखित समुच्चय क्‍या होंगे ? 
22%, #।[१07, 2/) (४ ()9) 
()2)  (अ।१7) 
3. यदि 
272 [& : » अपवर्त्य है 6 का) 
6» : » श्रपवर्त्य है 8 का) 
तो समुच्चय 209 
क्या होगा ? 
4. यदि & का प्रभाव-क्षेत्र 'र हो तो » के किस मूल्यों के लिए निभ्नलिलिखित 
व्यंजक सार्थक हैं ! 
(४) 4--४ (४४) ४-- (2 ४--8) 
(४४) (8 ४--7)०-०- 
0. यदिए का प्रभावक्षेत्र 'ं हो तो » के किन मूल्यों के लिए निम्नलिखित 
व्यंजक सार्थक हैं । 
(0) (20 --४)-५ (४) (४-3) -4ह 
(४४) ((४--7)--9) +-2 
सिद्ध कीजिए कि 
4-०0 260 ९ ७, ० €गर 
7. सिद्ध कीजिए कि 
6:>0 श्रौर 60:०6 >> % ०--9 87००७ 6४--० ० ०,०,००४८ 7 
8. क्या 27० श्रधिक है प्रथवा न्यून' है ,000 से ? 


छ़्र 


0, यदि 
४न॑-// ८६) 0] ग्रौर ४--॥/ <: 2 
तो सिद्ध कीजिए कि मस्त], 

0. यदि 


4 ४--3॥/-८03 झौर ४<: 8 


08 
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तो सिद्ध कीजिए कि 
9४7०>१4 
]]. घन-संख्यात्रों &, # के सभी संभव युग्म दीजिए, जिनके लिए 
४--३/ < 6 और »४--४/ < 4 
]9. यदि 
४>/--4 श्रौर ॥--६४--४ 
तो सिद्ध कीजिए कि 
४22 -न- 7 
8, सिद्ध कीजिए कि | 
(५०७) -+-० ८5५ (0--०) 
बे प्रतिबंध भी लिखिए जिनके पंतगर्त दोनों पक्षों के व्यंजक साथैक हैं । 
4 सिद्ध कीजिए कि ऐसी धन-संख्याएं 6, 0, ० विद्यमान हैं जिनके लिए , 


(००) ००२८६८(९०) 
]8. यदि ४ कोई धन-संख्या हो तो निम्नलिखित की & के लिए हल कीजिए । 

(४) ४--86--74 (४४) 48--४६-०४ 

(68) 268--४--१2 (४०) 38--75-१6 
(०) ४--7557 (७४) 7--॥#558 

(७४४) 9--8%--३ (०४) (४--9) --8 ५-8 

(४०) (४--8)-+-75८8 (४) 48-- 6-३ 

(४४) 3--7४८-४ (288) ४2--9 

(8888) #-]-8--20 (०४४) ४*--7--8 


(90) 26--#>+श 


6. यदि % धन-संख्याओं के समुब्चय में निहित हो, तो निम्नलिखित 
अ्समताओं को %& लिए हल कीजिए । 


(४) ४--8 >> 3 (7४) ४--3 < 37 
(४४) 287] << ]] ( ५) ४-|-22 < 29 
(०) शा-+-४ < 99 (०४) 2ए४--8 <: 90 
(०४४) 7४--3 <24 (०४४) 08--8 >> 2 
(८४) 38--हैं > 9 (०) 3-+कज््ाव 
(०४) 27--85 >37 (४77) 8--4% >> 
श88) ४---7>०70 (४४०) #न्‍-3७:7 


(४०) (४---3 ) --7& 9 (००४) 38-:-४६& 2 
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2०७४) (3--») --7«& 8 (४9862) #१>>04: 


(छक्े 28--४>76 (#%४) ४१--] >4 
(४४४) »४/--8<&:5 (४४४४) 2४--8-:8%-|- 7 
(४४४88) 8%-|- ]]-£4% -- (४४००) 8४--8 # 6%--7 
(४४०) 4४--४5 # 8:-- (४207) 82-|-3 4 80-- 9 
(४0४४४) 4]४8--] 4 7४-|- 28 (४०७४४) 8४--प 4 8%-- 8 


77, यदि 9 श्ौर 9 धम-संख्याश्रों के समुच्चय के श्रंग हों तो », ४ के लिए 
निम्नलिखित को हल कीजिए । 


(४) ४--१८7 (७) 7४--9॥5-5 
(68४) ४--89554 (१०) ४--995-3 
(०) ४१--॥ नू (०४) ४--३६&२% 
(४४४) 32% (७४) 28--9॥६28 
(४४) ४४-- ५ (४) ४/--8॥/--0 


]8. 7 के उन दो क्रमागत अ्रपवर्त्यों को निकालिए जिनका योगफल 899 है। 

40., एक आयत का परिमाप 8506 सें० मी० है। यदि इसकी लंबाई, चौड़ाई के 
दुगूने से 4 सें० मी० भ्रधिक हो तो श्रायत की लंबाई ओर चौड़ाई निकालिए । 

20. मोहन, सोहन और श्रोम्‌ में 200 5० इस प्रकार बाँटिए कि मोहत को 
सोहन से 0 रु० भ्रधिक और श्रोम को सोहन के रुपयों के दुगुने से 20 रु० कम मिलें । 

2]., पिता पुत्र की झ्रायु का भ्रंतर 26 वर्ष है । श्रब से दस वर्ष पश्चात्‌ पिता की 
आ्रायु पुत्र की आयु से दुगुती होगी । पिता की वर्तमान भ्रायु नतिकालिए । 

29, दो संख्याग्रों वाली एक संझया का दहाई अ्रंक इकाई अंक से & अधिक है 
और दोनों श्रंकों का योगफल व+ है । संख्या निकालिए । 

28. एक वर्ग की प्रत्येक भुजा पूरे मीठरों में मापी जा सकती हैं | यदि वर्ग का 
क्षेत्रफल 0 वर्ग मी० से अधिक और 00 वर्ग मी० से कम हो तो भुजाग्रों की लंबाई के 
सभी संभव मूल्य तिकालिए । 

94, 20 टॉफ़ियों के पैकेद में से सीता श्ौर कृष्णा को टॉफ़ियाँ देते की सभी 
संभव रीतियाँ बताइए जब कि सीता को कृष्णा द्वारा प्राप्त टॉफ़ियों के दुगुते से 2 टॉफ़ियाँ 
कम मिलें । 

98. तीच अंकों वाली एक संख्या में दहाई अंक इकाई अंक से दुगुना श्रौर 
सैकड़ा अंक इकाई भ्रंक से तिगुता है। इकाई अंक शौर सैकड़ा श्रंक के परस्पर विनिमय रो 
प्राप्त संड्या पहली संख्या से 894 कम है | संख्या निकालिए । 


) 


प्रारम्भिक संख्या सिद्धांत 
में विमाज्यता 





!, भूमिका 
हम देख चुके हैं कि यदि ८ भ्रौर दो धन-संझ्याएँ हों तो ० कोई ऐसी धन-संख्याएँहो भी 
सकती है भौर नहीं भी हो सकती जिसके लिए 
6८506 
श्लौर यदि दो धन-संख्यात्रों 8, 9 के लिए ० एक ऐसी धन-संख्या' विद्यमान हो जिसके लिए 
४5-४6, तो हम 
6--8-5९ 
लिखते हैं ग्रौर कहते हैं कि « विभाज्य है ? से भर ८ को 8 से भाग देने पर भागफल ८ झआ्ाता है । 
इस प्रकार यह देखा जाएगा कि घन-संख्याश्रों के समुच्चय के प्रसंग में प्रतीक 
फ्न्-) 
- तब श्रौर तभी सार्थक है जब ४ विभाज्य है? से । 
अतः धन-संज्याश्रों के समुच्चय के प्रसंग में प्रत्येक व्यंजक 
6-:-9, 0-7-4, 8--8 
सार्थक है, किन्तु कोई भी व्यंजक 
0--4, 0---४, 0 + 0 
साथक नहीं है । 
9, विभाज्यता संबंध 
यदि 6 विभाज्य है ? से तो हम 
. एँ 


प्रारम्भिक संख्या सिद्धांत प्‌ 


लिखते हैं | यहाँ ? श्रौर ७ के बीच में झ्राने वाली रेखा उदग्र है श्रानत नहीं । 
प्रतीक 
 ह। 
को ७ विभाज्य है 9 से 
पढ़ते हैं । 
उदाहरणा्थे, क्योंकि 0 विभाज्य है 3 से इसलिए हम 
36 
लिखते हैं । 
पुन: 80 विभाज्य है 5 से इसलिए हम 
8॥30 
लिखते हैं । क 
प्रतीक 
णद 


को पढ़ने के बहुत से विभिन्‍न और वैकल्पिक रूप हो सकते हैं जो नीचे दिए जा रहे हैं। किन्तु ऐसा करने 
के पृ्वं हुम निम्नलिखित धारणाओं का निर्देश करेंगे : 


(४) धन-संख्या का खंड, (४४) धन-संख्या का श्रपवर्त्य । 
खंड अपर्वेत्य यदि « विभाज्य है 8 से तो हम कह सकते हैं कि 8 खंड है ७ का अथवा 6 अपबरत्य है 8 का । 
, इस प्रकार 


0 खंड है. ७ का <+ & अपवर्त्य है 8 का 
प्राय: खंड को भाजक भी कहते हैं | इस प्रकार 
७ अपवर्त्य है 9 का && 8 भाजक है 6 का 
श्रत:ः & विभाज्य है ० से का सूचक प्रतीक 
0॥6 
निम्नलिखित रूपों में भी पढ़ा जा सकता है । 
(४) ० खंड है 6 का ५ 
(४) ४ भाजक है & का 
(४४४) ७ अपवर्त्य है ? का. 
भ्रम के परिहरण और बिचारों के स्थिरीकरणु के लिए हम सदैव प्रतीक 
णैछ 
को 8 खंड है & का पढेंगे | ह 
टिप्पणी--विद्यार्थी को स्मरण होगा कि पहले अध्याय में उसका परिचय धन-संख्याश्रों के 
समुच्चय में अधिक है'' 'से' संब्रंध के साथ कराया गया था। यहाँ उसका परिचय 7 में एक और संबंध 


प9 बीजगणित 


खंड है '*'का' के साथ कराया जा रहा है। प्रतीक रूप में संबंध 'भ्रधिक है'''से' का सूचक “>' था और 
श्रब हम संबंध 'खंड है ''का' को ' हारा सूचित करेंगे। 
यदि ? खंड नहीं है « का तो हम प्रतीक रूप में 
6 
लिखेंगे । 
खंड नहीं है'' 'का' के प्रतीक “| झ्ौर योग के प्रतीक “--' में उत्पन्त होने वाले भ्रम के 


प्रति विद्यार्थी को -सावधान रहना चाहिए। खंड नहीं है*“का' के प्रतीक (| में क्षेत्तिज रेखा उदग्न रेखा 
को मध्य में तहीं काटती । 


इस विवेचन के आधार पर हम देखते हैं कि 
8[0, 4]2, 585, 888, ॥8 
भ्रौर 4]6, 579, 0475, 82, »$- 
उदाहरण 
संख्याग्रों ।8 श्रौर 7 के खंडों के समुख्चय निकालिए । 
यह सरलता से देखा जा सकता है कि 8 के खंडों का समुच्चय 


(, 2, 8, 6, 0, 8) 
और 0 के खंडों का समृच्चय 


(५7) 
है। 
प्रदनावली 
, निम्नलिखित में से कौन-से कथन सत्य है ? 
() 5845 (४४) 80॥2 (४४) 84$28_ 
(४०) 747 (०) 494 (७४) 33 
(०४) 4988 (०४४) 2879 (१४) 44]56 
(०) 78]27., 
2. निम्नलिखित धन्त-संख्याप्रों में से प्रत्येक के खंडों का सम्‌ च्चय निकालिए - 
(४) ॥8 (४) 48 (४४४) 00 
(४०) #. (०) 28 (७४) 7 
(४88) 800 (०). 6 (४8) 28 
(७) 240. 


8. कोई श्राठ धन-संख्याएँ श्रौर उनके खंडों के समुच्चय दीजिए । 


प्रारम्भिक संख्या सिद्धांत प$ 


4. निम्नलिखित धन-संख्याश्रों में से प्रत्येक के अपवर्त्यों का समुच्चय लिखिए । 


(४) 2 (४). 8 (&) 7 
(०) 6 (०) 8 (छा). 4 
(०४४) 7॥7 (४). 9 (धो)... 0 
(») ). 


5. प्रइन 2 और प्रश्न # के प्रत्मेक समुच्चय का न्यूनतम और यदि हो तो अधिकतम 
श्रंग लिखिए । 

प्रेष्षण 3. हम देखते हैं कि किसी संख्या के खंडों के समुच्चय का न्यूनतम पश्रंग सदैव ॥/ 
म्नौर अधिकतम अंग स्वयं संख्या होगी । ऐसा समुच्चय सर्देव सांत होता है । 

2. किसी संख्या के अपवर्त्यों के समुच्चय का न्यूनतम अ्रंग स्वयं संख्या होगी और इसका 
श्रधिकतम अंग नहीं होता । खंडों के सांत समुच्चय के विपरीत अ्पवर्त्यों का समुच्चय श्रनंत होता है । 

$, प्रेक्षण । के श्राधार पर हम देखते हैं कि किसी संख्या का कोई खंड उससे अधिक नहीं 
होता । नीचे हम इस परिणाम को यथारीति लिखेंगे और सिद्ध करेंगे । 

प्रभेयम--- किसी संख्या का कोई खंड उसले अधिक नहीं होता ६ 
प्रतीक रूप में 

८७ 9-6८ 0, 


उपपत्ति--प्रतीक ४६० का अर्थ यह है कि « न्यून है 8 से अ्रथवा बराबर है ? के श्रर्थात्‌ & अधिक नहीं 
है 8 से । क्योंकि ८9 इसलिए ० एक ऐसी संझुया होगी जिसके छिए 


0-560. 
यदि संभव हो तो मान लीजिए कि 4-0, 
अब 679 +> ८०-० 20 
ब्र 0706 
4 0.2 7> 86 
स्ले 7>0. 


किन्तु :>० श्रसंभव है क्योंकि । त्यूबतम धन-संख्या है। इस प्रकार एक विरोध उत्पन्न हो गया है भौर' 
इसलिए 
दर 0 
झनिवाय है । 
खंड है'* का संबंध 
किन्‍्हीं दो धन-संख्याञ्रों 8, ? के लिए 
यातों ७ खंड है 9 का 
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और या ७ खंड नहीं है ० का 
होता है । अर्थात्‌ प्रतीक रूप में 
! या ७ | 9 प्रथवा «8 
होता है । 

इस प्रकार धन संख्याप्रों के युग्मों के एक संबंध की परिभाषा हो गई इसे हम धतन-संझ्याप्रों 
के समुच्चय में एक ट्विमय संबंध की परिभाषा भी कह सकते हैं। हम कहते हैं कि धन-संख्याश्रों के समु- 
छचय 'ऐएसें खंड है'''का एक संबंध है। जिस प्रकार पहले अधिक है'''से' संबंध के नियमों का 
अध्ययन किया गया था, उसी प्रकार भ्रब हम 'खंड है'*'का' संबंध के नियमों का भ्रध्ययन नींचे करेंगे । 
परंतु ऐसा करने से पहले हम निम्नलिखित प्रहत का परीक्षण करते हैं : 

क्या संख्यञ्रों का कोई ऐसा युग्म है जिसमें युग्म का प्रत्येक अंग दूसरे अंग का खंड हो ? 

संख्या 3 और 3 के युग्म को वेखिए | क्योकि 

3.]-- ३ 

इसलिए हम जातते हैं कि इनमें से प्रत्येक दूसरे का खंड है । 

वस्तुतः किसी धन-संख्या ७ के लिए युग्म (७, ७) का प्रत्येक अंग दूसरे का खंड होता है। इस 
लिए यदि हम अपने शाप से प्रदत करे कि “क्या विभिन्‍न संख्याश्रों के इस प्रकार के एक अ्रथवा अनेक 
युग्म होते हैं ?” तो इसका उत्तर यह होगा कि 'धन-संख्यक्नों के ऐसे युग्म नहीं होते । 
'छंड है'' 'का' संबंध के नियम 

. प्रत्येक धन-संख्या रुवर्य अपना खंड दे और ॥ प्रत्येक धन-संख्या का खंड है । 

किसी भी धन-संख्या ७ के लिए 


०46 


कस पे ( ८ 


प्रत्येक धन-सरया स्वयं अपना खंड है” नियम को यह्‌ कह कर व्यक्त किया जाता है कि धन- 
संख्याश्रों के समुच्चय ४ में 'खंड है'''का' संम्बंध परावर्ती हैं। नामपद्धति 'परावर्ती' तक संगत है क्‍योंकि 
प्रत्येक धन-संख्या स्वयं अपने से संबद्ध है । 
उपप्रमेय--संख्या ! का एकमात्र खंड स्वयं ही । है। 


2. किन्‍्हीं तीन धन-संस्याओं 6, 8, ० के लिए, यदि ७ खंड है 0? का शौर 8 खंड है ० का 
तो 6 खंड है ८ का | - 


प्रतीक रूप में 
& | 9 श्र 0 | ८>०। ८ 
उपपत्ति--क्योंकि & खंड है ० का, इसलिए 6 कोई ऐसी धन-संख्या होगी जिसके लिए 
। छ्चर6 दो -** () 


प्रारम्भिक संख्या सिद्धांत 


पुन; क्योंकि / खंड है ० का, इसलिए ४ कोई ऐसी धन-संख्या होगी जिसके लिए 
05-5० 6 .»« () 
ग्रब () भौर (2) के फलस्वरूप 
०ल्‍८ (७ 6) ८४०८७ (७ ४) (3) 
ग्रौर (3) के फलस्वरूप 6 खंड है ० का 
ग्रतः तियम सिद्ध हुआ । 


उपपत्ति को निम्नलिखित रूप में भी प्रस्तुत किया जा सकता हैं। यहाँ प्रतीकों का अ्रत्यधिक 
प्रयोग है । 


हर । ४ हक प ः पाया | जे ०जस [6 4) ४२००-०१ [पं ४) +>० | 6. 
खंड है'**का' संबंध की सक्रामकता : उपर्युक्त नियम को ध्यान में रखते हुए हम यह कहते हैं कि 
धन-संख्यात्रों के समुच्चय 7ष में 'खंड'''है का! संबंध संक्रामक है। यह तामपद्धति तक संगत है क्योंकि 
खंड है ' का! संबंध का एक धन-संख्या से दूसरी में स्थानांतरण किया जा रहा है। 
उदाहरणु 
(४) 8। 6, 6 [9->3 | 9 
(४) 8 ।48, 8 | 60 :>8 | 60 
(४४) 8 | 82, 88 ॥ 96 ->8 | 96 ु 
खंड है''“का' संबंध की संक्रामता के परिणामस्वरूप प्राप्त होते वाले इन सभी फलों के सही 
होने का सत्यापन सीधा भी किया जा सकता है। 
8 यदि ७ खंड है ? का और ४ खंड है ७ का, तो 6 शौर ? बराबर हैं | प्रतीकरछूप में 
& | 0, 8 | ७-> ०5८5-50. 
उपपक्ति--क््योंकि & खंड है 8? का, इसलिए ० कोई ऐसी धन-संझ्या होगी जिसके लिए 


85-७6, "-() 
पुनः क्योंकि 9 खंड है & का, इसलिए 6 कोई ऐसी धन-संख्या होगी जिसके लिए 
65-00, (2) 


अब (0) और (2) के फलस्वरूप 
(5: (१४) 6 +> ०57 (६७) 
ने 0.« 0 (६०) 
स्जे ॥5-986 
और --6 ८ के फलस्वरूप ० और ० खंड हैं । के । किन्तु संख्या । का एकमात्र खंड स्वयं है । इसलिए 
65-!, एक्‍न!, 
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अब () भ्रथवा (2) से जन 0 
प्राप्त होता है । 
उपपत्ति का प्रदर्शन निम्नलिखित रूप में सी किया जा सकता है : 


6 | 0४३३) 6: 0-०6 
सर. 0क्‍न (06) 6 
0]6ल्‍->) 6 ; 6ल्‍- 0 


मरे 0.) 5-0 (6८) 


बज बचाएं 6 
ज्>्ट।], 64॥7 
स्>ैटसच व (जग 
खत: छप्-0 


पड है ''का' संबंध की प्रतित्ममिति-- खंड है'''का' संबंध के उपयु क्ततियम के झ्ाधार पर हम 
कहते हैं कि धन-संख्याओं के समुच्चेय !प में 'खंड है'' 'का' संबंध प्रतिसममित है । 
उदाहरण 


सिद्ध कीजिए कि 7ऐए में संबंध > प्रतिसममित है। 
यहाँ 6>8 का श्रर्थ या तो 6:29 या 65-८० है । 


उपपत्ति-- &>0+-> या तो ४००9 या 6-९ 
भ्रौर 9>6८म> या तो 076 या 8--७ 
इस प्रकार ५२०० झौर 0:26 +> (या तो 680, या ४७-5४) 


श्ौर (या तो 86 या 8-६) 
यह सरलता पूर्वक देखा जा सकता है कि निम्नलिखित में से कोई भी संभव नहीं । 


(४) 6७>9 और 0-८७ 
(#) #-5४ भ्ौर 8-७ 
(४४) 69 शौर ०-6 


वस्तुतः, त्रिविकल्प नियम से यह फल तुरंत प्राप्त होता है। ग्रतः, जब ७»9 और 2:2० 
तो हमारे पास केवल (#--० और ४७-०७) विकल्प ही रह जाता है। 


4;>9, 0,््रेक बने 6-८ 0 


प्रन्‍्नावली 


सिद्ध कीजिए कि धन-संख्यात्रों के समुच्चय में '&” एक प्रति-सममित संबंध है । 
यहाँ ४६:8४ का अर्थ या तो &<8 या 6-59 है । 


8, 8, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 0, ] से विभाज्यता के निकष 


इस भाग में हम 2, 3, 4, 6, 6, 8, 0, 0, !] से वन-संख्याश्रों की विभाज्यता की कसौष्ठियों 
पर विचार करेंगे । यद्यपि विवेचत केवल उदाहरणों द्वारा होगा तथापि पाठक को उत सूत्रों की तक॑- 


प्रारंभिक संख्या सिद्धांत पप 
संगति समझाने का प्रयत्त किया गया है जिनसे उसका पूर्व-परिचय भी हो सकता है। साथ ही उसे 
प्रयत्न से कसौटियों के क्षरेपत को सुविधापुर्वक समभने में भी सहायता मिलेगी । यह भी स्मरण रखना 
होगा कि श्रोपचारिक उपपत्ति की विधियाँ निम्नलिखित उदाहरणों को विधियों के ठीक समान हैं । 
जिस भूल परिमाण द्वारा हम इन सूत्रों को प्राप्त करते हैं, वह इस प्रकार है, 'यदि कोई धन-संझ्या «& 
तीन धन-संख्याओों 0. ० और ४-८ में से किन्‍्हीं दो का खंड हो तो वहू तीसरी धन-रांस्या का भी 
खंड होगी ।' निस्संदेह यह परिणाम खंड की धारणा और वितरण-नियम से तुरंत प्राप्त हो जाता है । 
प्रतीक रूप में इस परिणाम को इस प्रकार लिख सकते हैं : 
(४) 6 | 0, 6 | 6 <?6 | (9--०८) 
(४४) ७ | 8, 6 | (४--४५) ज>५ | ८ 
(४४) 6 | ८, ७ | (४--०) स्>ैक | 6 


बस्तुतः 
6 | 0->प4 ; 8>- कद 
५ | 6->36 ! 6५-6९ | जे 0-० ०5-७6 --५४ 
मे 2--%5-० (4-०५) 
>> । (9--०) 
पुत्र; 
&॥ 0 :>3'4.. : 80-- 66 
४॥ 0५०) 236 : (00 ते यै८शीच्टब०- ० 
3 ५. के हज 
जे %।6 


पाठक को चाहिए कि वह कथन (४४४) की सत्यता ठीक इसी प्रकार देखले । 
उदाहरणार्थ, 7 खंड है 4 श्लौर 23 दोनों का और इसलिए 7 खेंड है (4--2) अ्थति 88 का । पुनः 7 
खंड है 4 और 49 अर्थात्‌ (/4--35) दोनों का शौर इसलिए 7 खंड है 38 का । 
[. 2 से विभाज्यता -- धन-संझ्या 
3828 
को लीजिए | 
इस संख्या को हम 
352 +८0-- 8 "[) 
के रूप में भी लिख सकते हैं । 
अब हमें ज्ञात है कि 2? खंड है 70 का और इसलिए 2 खंड होगा 358 %८0 का 7 इसलिए 2 
खंड होगा संख्या 8828 का तब और तभी जब 2 खंड हो 8 का । और हम जानते हैं कि 2 खंड है 8 का । 
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श्रत: 2 खंड है 8528 का । 

किसी संझ्या की 2 से विभ्ाज्यता का परीक्षण करने के लिए हमें केवल इतना ही जानता 
होगा कि इकाई अंक 2 से विभाज्य है या नहीं। अतः कोई संख्या तब और तभी 2 से विशाज्य होती 
है जबकि उसका इकाई अंक 2, 4, 0, 8 या शून्य हो | | 

यहाँ यह ध्यान देने योग्य हैं कि यदि ग्रंतिम अंक शून्य हो तो संख्या दो से विभाज्य है क्योंकि 
0 इसका एक खंड होगा । जैसे 

8890--982 ५९ 0 


प्रशनावली 
भिम्नलिखित में से कौन-सी संख्याएँ 2 से विभाज्य हैं ? 
(४) 98 (४) 306 (8). 288 
(७). 986 (०) 8040, (७४४) 789 
(७४). शा (७४) 8008 (४४) 88 
(#). 98244, 
ए. 4 से विभाज्यता --संख्या 
30778 
को लोजिए 
इसे 
3807 »८00-[-78 (9) 


के रूप में भी लिखा जा सकता है। 


भ्रब हमें ज्ञात है कि 4 | 300 श्रौर इसलिए 4 खंड है 907 »00 का भी । इस प्रकार यह 
जातते के लिए कि दी हुई संख्या 4 से विभाज्य है हमें यह देखना होगा कि 78 विभाज्य है 4 से अथवा 
नहीं वस्तुतः हम जानते हैं कि 78 विभाज्य नहीं है & से । इसलिए दी हुई संझ्या भी 4 से विभाज्य नहीं है। 


भ्रतः यह जानने के लिए कि कोई संख्या 4 से विभाज्य है अथवा नहीं, उपर्युक्त उदाहरण की 
भ्रत्तिम दो प्र को से प्राप्त संख्या की 4 से विश्वाज्यता जातता ही पर्याप्त है । 


प्रश्नावली 


. प्रत्येक संख्या को उपयुक्त रूप (2) के समान लिखकर यह परखिए कि 
निम्नलिखित में से कौन-सी संख्याएँ 4 से विभाज्य हैं । 


(+) 8484 (४) 4880... (88) 9880 
(४४) 9786 (०) 8004, 
2. तनिम्तलिखित में से कौत-से कथन सत्य हैं ? 


प्रारम्सिक सख्या सिद्धांत पक 


(४) 4#॥9786 (४) 4 7888 (४४) 4 | 2780 
(४०) 4॥864324 (०) $ | 7]28. (४४) 4 + 87896. 
पा. 8 से विभाज्यता-संख्या 2।2456 लीजिए | इसे 
28 | 000-- 486 (3) 

के रूप में भी लिख सकते हैं । 

क्योंकि 8 खंड है 000 का इसलिए 28 »< 000 विभाज्य है 8 से । इसलिए दी हुई संख्या 
तब और तभी 8 से विभाज्य होगी जब संख्या 456 विभाज्य हो 8 से। साथ ही हम देखते हैं कि संख्या 
4566 विभाज्य है 8 से । इस प्रकार दी हुई संख्या 8 से विभाज्य है | 

प्रत: कोई धन-संख्या तब और तभी 8 से विभाज्य होगी जब उपयुक्त उदाहरण में प्राप्त 
486 की भाँति अ्रंतिम तीन अंकों से प्राप्त संख्या $ से विभाज्य हो 


प्रदनावलीं 
निम्नलिखित में से कौन-से कथन सत्य हैं ? 
(४) 8 ] 26 (४8) 8 | 4828 (४४8) 8|8248 
(४०) 8 4 884 (० 8 | 458266 (०४) 8  482024 
(०४४) 8 4 ]2832 (४४7४४) 8 | 25556 (१४) 8 | 78864 


(०) 8 + 286304. 


7५. 70 से विभाज्यता---70 किसी संख्या का खंड तब भर तभी होगा जब उसका ग्रतिम 
श्रग शून्य हो । जेसे 2840 तो विभाज्य है 0 से परंतु 2804 नहीं । 


प्रश्नावली 
निम्नलिखित में से कौत-सी संख्याएँ 0 से विभाज्य हैं ? 
(४) 3490 (४5) 7000 (४४) 2488 
(४०) 2585 (०) 4230. 
ए, 5 से बविभाज्यता--कोई धन-संख्या जैसे, 288778 लीजिए । 
इसे हि 
28577 > 0--3 न्‍ ... (5) 


के रूप में भी लिखा जा सकता हैं । 
क्योंकि 0 विभाज्य हैं 5 से इसलिए संख्या 28577 >८0 विभाज्य है 8 से । 


इस प्रकार दी हुईं धन-संख्या तब झ्ौर तभी विभाज्य है 5 से जब 3 विभाोज्य हो 5 से । कितु 
5|8 इसलिए दी हुईं संख्या 5 से विभाज्य नहीं है । 


श्रत: उपयु क्‍त विवेचन के प्राधार पर हम देखते हैं कि कोई धन-संख्या तब और तभी ए से 
विभाज्य होगी जब इसका अंतिम श्रंक 8 श्रथवा शून्य हो । 
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प्रइनावलों 
परखिए कि मिम्नलिखित कथन सत्य हैं भ्रथवा मिथ्या । 
(४) 5 [ 828 (४) 5 7 496 (४8) 5 4 700 
(४४) 8 | 284 (०) 8 | 280 (०७४) 8 | 3249 
(०४) 8 ॥ 5008... (७७) ह | 00] (४४) 8 | 88008 
(४) 8 | 809080. 
एा, 3 से विभाज्यता -- संख्या 
354826 


लीजिए । इसे 


8(99909--7)--8(9999--)--#999 -- 7) --8 (99 --) +2(9--१)+-6 
के रूप में भी लिख सकते हैं । 


योग के क्रम-विनिमेय और साहचर्य नियमों द्वारा इस संख्या को 


अ्रन्तत्तः 
[82८ 99999 --6 ८ 9999 --- 4 »८ 990--8 ८ 99--8 »< 0] 
-+3--5--4--8--2-+-6] *» (0) 
के रूप में भी लिख सकते हैं । 
प्रब 3 खंड है | 


9, 99, 999, 0999, 99999 
में से प्रत्येक संह्या का । इसलिए दी हुई संख्या तब और तभी 83 से विभाज्य होगी 
जब संख्या 
3--8--4-|- 8 ---2-|- 6 
विभाज्य हो संख्या 3 से । 


अतः कोई संख्या तब और तभी ४ से विभाज्य होगी जब उसके श्रंकों का योगफल 8 से 
विभाज्य हो । उपयु कत उदाहरण में भ्रंकों का योगफल 28, अपवत्ये नहीं है & का और इसलिए संख्या 
विभाज्य नहीं है 3 से । 


टिप्पशी--यदि कुछ श्रंक शून्य हों तो श्रंकों का योगफल लिखते समय हम उन्हें छोड़ देते हैं । 


प्रइनावली 


निम्नलिखित संख्याश्रों को उपग्रक्त रूप में (6) के समान व्यक्त कीजिए भर 
बताइए कि कौन-सी 3 से विभाज्य नहीं । 
(४) 2807 (७) 4298 (४४) 28456 
(१०) 9867 (०) 7088 ,.. (५४) 8738 


प्रारंभिक संख्या सिद्धाँत 


' 8] 
(०४४) 70578 (०४४) 3278 (४४) 40305 
(४) 3278 
शत, 9 से बिभाज्यता : 3 से विभाज्यता के प्रकरण के ठीक समान ही किसी संख्या, जैसे 
84978 
को ै 
[8 >< 9999 4 >९ 999 --9 ८ 99--7 ४ 9।--98--4--9---7--४. **** (४) 


के रूप में भी लिख सकते हैं । 

अब कोष्ठकों के बीच लिखी गई सभी संख्याओं में से प्रत्येक 9 से विभाज्य है और इसलिए 
दी हुई संख्या तब और तभी 9 से विभाज्य होगी जब 

38--4--9--7--8 

9 से विभाज्य हो श्रर्थात्‌ तब भ्रौर तभी जब 3॥ विभाज्य हो 9 से । किन्तु 80 विभाज्य नहीं है 9 से 
इसलिए दी हुई संख्या 9 से विभाज्य नहीं है । 

ग्रत: कोई संख्या तब झौर तभी 9 से विभाज्य होगी जब इसके श्रंकों का योगफल 9 से 
विभाज्य हो । 

ए। की टिप्पणी यहाँ भी लागू होती है । 


प्रदनावली 


निम्नलिखित संख्याश्नों को उपयुक्त रूप' (7) के समाच लिखिए भ्रौर बताइए कि 
इसमें से कौन-सी 9 से विभाज्य हैं । 


(४) 34025 (४) 88502 (४४४) 828786 
(४०) 749887..._ (०) 208876 (७४) 206087 
(०४) 960209 (७४४) 704256 (४४) 980890 


(४) 64080 57, 


एप्प, 6 से बिभाज्यता : कोई संख्या तब भौर तभी 6 से विभाज्य होगी जब वहु 3 और 9 
दोनों से विभाज्य हो । इस प्रकार हमें 6 से विभाज्यता परखते के लिए 2 और 8 से विभाज्यता की 
कसौटियों को लागू करना होगा । 

अतः कोई संख्या तब श्रौर तभी 6 से विभाज्य होगी जब इसका अंतिम प्रंक 0, 9, &, 6, 8 
में से ही हो भौर अंकों का योगफल 3 से विभाज्य हो । 


प्रहनावली 
निम्नलिखित में से कौन-से कथन सत्य भौर कौन-से सिथ्या हैं । 
(४) 6 | 824 (४४) 6 | 880 ४४४8) 6 ॥ 40744 
(४०) 6 ॥ 78000 (०७) 6 7 7850॥ (७४) 67 60972 
(४४४) 6 99057 (०४४४) 6 | 74889 (६४) 6 | 8274980 


(०) 6 [ 85067382. 
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एह, ॥ से विभाज्यता : संख्या 
ह प45848 
को लीजिए । इसे 
7 (0000--)--4 (9999--)--8 (700--) 4-8 (99--3)--% (7--3)-+-8 
अथवा 7 (909] »८--)--% (909 2]--)--8 (9 2८ 3]--)-:98 (9»< ॥7 --१) 
--4 (]--)--9 

के रूप में भी लिख सकते हैं। 

अंततः इस संख्या को 

[7 9८909 >7--4 ५८ 909 » 7--8 2९ 9 »८] --8 २ 9 ८ ] -- 4 २९ ] 

-[7--०58--५४)- (४+-8+-9) | (9) 

के रूप में लिखा जा सकता है। 

ग्रब पहले कोष्ठक की प्रत्येक संख्या ) से विभाज्य है इसलिए दी हुई संख्या तब और तभी 
]] से विभाज्य होगी जब संख्या (7--8-|-4)--(4--8--9) विभाज्य हो ] से । क्‍योंकि ऐसा नहीं है, 
इसलिए हम इस निष्कर्ष पर पहुँचते हैं कि दी हुई संख्या !) से विभाज्य पहीं है। 

अतः कोई संख्या तब औए तभी ] से विभाज्य होगी जब एयांतर अ'कों के पथक-पुथक्‌ योगफल्तों में 
से अधिक का स्यूनु से अतर ]] से विभाज्य हो साथ ही एकातर अर'कों के मोगफल बराबर होने पर भी संख्या 
]] से विभाज्य होगी। 


प्रदनावली 


]. संख्यात्रों को उपयु कत रूप (9) के समान व्यक्त करके परखिए कि इनमें से 
कौन-सी ] से विभाज्य हैं । 


(४) 704 (४४) 887 (88) 2084 
(४2) 8869 (०) 5988 (७४) 607 
(४४४) 7898 (७४) 38986 (४४) 420409 
(०) 785489, 


2. निम्नलिखित कथनों में से कौन-से सत्य और कौन-से मिथ्या हैं ? 

(0) 8 | 884078... (&) 9 4898708 (5४४) 6 | 4878004 
(७) ॥7  5468384... (७) 4 | 8788486 (०४) 9 ॥ 287428 
(०४) 7] | 708849. (७४) 6 | 608874 (४४) $ | 9407882 
(७) 8 | 809844. 

4, श्रभाज्य संख्याएँ, भाज्य संख्याएँ 
॥ से विभिन्‍न कोई धन-संझ़्धा ० लीजिए । हम देख चुके हैं कि यदि ०-८) कोई भी धन-संख्या 
हो तब इसके कस से कम दो विभिस्न खंड,  श्ौर स्वयं ७ तो होते ही हैं । भ्रब, कुछ ऐसी धन-सख्याएँ 


पु 


प्रारंभिक संख्या सिद्धांत हर 


होती हैं जिनके केवल दो खंड, । श्र स्वयं संख्या होते हैं। उदाहरण के लिए धन-संख्या 
॥] 
लीजिए । इसका ) और ] के श्रतिरिक्त कोई और खंड नहीं है ! 
तिश्चम ही ऐसी भी घन-संझ्याएं ० हैं जिनके खंड । भौर ० के प्रतिरिक्‍त भी होते हैं । 
उदाहरणा्थ 
4<>-+5]9 
लीजिए । इस धन-संख्या के खंड  श्रौर 2 के श्रतिरिक्‍त 
9, 3, 4, 6 
भी हैं । 
इस विमर्श से तिम्तलिखित परिभाषाएँ प्राप्त होती हैं । 
अभाज्य संख्याएँ 
परिभाषा--! से विभिन्‍न किसी धन-संख्या को भमाज्य तभी कहते हैं जब ॥ और स्वयं संझ्ण 
के अतिरिक्त उसका कोई खंड न हो । 
उदाहरण के लिए 9, 3, 5, 7, ॥] 
भ्रभाज्य संख्याएं हैं । 
भाज्य संख्याए | 
परिभाषा-- से विभिन्‍न किसी धन-संझ्या को भाज्य तभी कहते हैं जब वह अभाज्य न हो । 
ग्रत: कोई धन-संख्या भाज्य तभी होती हैं जब वह ! से विभिन्‍न हो श्रौर उसके कमर से कम 
तीन विभिन्‍न खंड हों । 
उदाहरण के लिए 
4, 6, 8, 9, 0, 9 
भाज्य संख्याएँ हैं । 
इसके फलस्वरूप यदि & कोई धन-संझ्या हो तो निम्नलिखित विकल्पों में से एक और केवल 
एक ही होगा 
(0) ५७८४7. (४४) ० भ्रभाज्य है, (४४४) 9 भाज्य है । 
प्रश्नावली 
. दस अभाज्य संख्याएँ लिखिए । 
2... बारह भाज्य संख्याएँ लिखिए । 
3, क्‍या कोई ऐसी धन-संझ्या है जो न अभाज्य हो और न भाज्य ? क्‍या ऐसी 
संख्या प्रद्वितीय है ? ऐसी सभी धन-संख्याएँ लिखिए जो न अ्रभाज्य हैं न भाज्य । 
4... क्‍या सभी अ्रभाज्य संख्याएँ विषम होती हैं ? 
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8, सभी सम भ्रभाज्यों का सम्रृच्चय लिखिए । 
6, बताइए कि निम्नलिखित कैँथन सत्य है अथवा मिथ्या | 
“सम्त भ्रभाज्य संख्या एक और केवल एक ही है ।” 
7. उन सभी श्रभाज्यों को लिखिए जो निम्नलिखित से न्यून श्रथवा उनके 
बराबर हैं । 
(४) 00 (४) 800 (४४४) 000, ४ 
8, %' के निम्नलिखित मृल्य होने पर उन सभी अ्रभाज्य संख्याश्रों की संख्या 
बताइए जो धन-संख्या %' से न्यून भ्रधवा उसके बराबर हैं | 
(४) १ (४४) 2 (58) 8 
(४४) 40 (०) 24 (०४) 90. 
9. किसी धत-संस्या ४ से स्यूनत भ्रथवा उसके बराबर सभी धन-संख्याप्रों का 
ग्ुगनफल क्मगुणित % कहलाता है श्ौर इसे प्रतीक 
'.. % | 


हारा सूचित करते हैं । 
उदाहरण के लिए 
|. वृ|च्छ।] 

2[+<-- ]..9 घ्घ्रे 

3 | ४-5 3.2.9 न्नन्छ 

4 | -+ ,2,8.4 -- 24: 

8 | -- ,2,8,4,8. ->१90. 
सत्यापित कीजिए कि 2? के. निम्तलिखित श्रभाज्य मूल्यों के लिए # खंड है 
(7-7) ! +- का । 

(४) 2 (४४) 8 (४४) 8 
(४०) 7 (०) ॥7 (४४) ॥8, 


टिपणी--कॉलेज स्तर के आगामी श्रध्ययन में विद्यार्थी यह सिद्ध करेगा कि किसी भी अभाज्य 
संख्या 9 के लिए, 9 खंड है (0--) !--! का । बह यह भी सिद्ध करेगा क्रि 9 तभी अ्रभाज्य है जब 
बहू (?-)!--। का खंड हो। यहाँ, वह श्रभाज्य संझ्या 9 के कुछ विदेष मूल्यों के लिए केवल कथन 
की सत्यता को सत्यापित कर रहा है। 


30, 9 के निम्नलिखित भाज्य मूल्यों के लिए सत्यापित कीजिए कि 9 खंड नहीं 
है (9--)[-/-] का । 
(४) 4 (४8) 6 (४४) 8 
(४७) 9 (७) 0 (०४) १2. 
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स्वभावतः निम्तलिखित दो प्रइत रोचक हैं : 
(४) अभाज्य संड्याओं का समुच्चय सांत है अथवा अनंत ? 
(४) माज्य संझ्याओं का समुच्च॒य सांत है अथवा अनंत ? 
यह सरलतापूर्बक देखा जा सकता है कि दूसरे प्रक्षत का उत्तर यह हैं कि 
भाज्य संझ्याओं का समुच्च॒य अनंत है । 
वस्तुतः यदि हम कोई घन-संख्या, जैसे 4, लें तो अनंत समुच्चय 
[47:% € पे (3) 
का प्रत्येक प्रंग भाज्य है । इस समुच्चय में & के सभी विभिन्‍न घात है। इस प्रसंग में कोई भ्रम न हो 
इसलिए हम निस्‍संदेह यह कहते हैं कि () सभी भाज्य संख्याओ्ं का समुच्चय नहीं हैं। वस्तुतः समुच्चय 
(), न झ्ाने वाली सभी भाज्य संख्याग्रों का समुच्चय स्वयें प्रन॑त' है । 
यह जानना भी रोचक है कि अभाज्य संख्याओं का समुच्चय भी अनंत है।. इस महत्वपूर्ण फल 
की उपपत्ति हम थोड़ा बाद में देंगे । श्रभाज्य संख्याश्रों के सम्ुच्चय के प्रनंत होने के फलस्वरूप किसी दी 
हुई अभाज्य संख्या से अधिक भी एक ग्रभाज्य संझ्या अवद्य होगी । श्रतः हम कहते हैं कि भ्रभाज्य संज्याश्रों 
का समुच्चय 
(2, 3, 8, ॥, !, 8, 7, 9, 28,.....) 
है। बिन्दु इस बात को सूचित करते हैं कि 28 से भ्रधिक भी प्रभाज्य संख्याएँ हैं । 
प्रमेघ---) से जिभिन्‍न प्रत्येक घन-संख्या का अ्रभाज्य खंड होता है । 


उपर्पत्त---& +£ ! कोई धन-संख्या लीजिए । हम सिद्ध करेंगे कि एक ऐसी प्रभाज्य संख्या 
विद्यमान है जो ८ का खंड है | 


ग्रव यदि 6 स्वयं अभाज्य हो तो प्रमेष सिद्ध हो गया' क्योंकि अ्रभाज्य संख्या 6 स्वयं भ्रपना 
खंड है । 
झब मान लीजिए कि 6 एक भाज्य संख्या है। इसके भाज्य होने से' । और स्वयं अपने से 
विभिन्‍त इसका कोई खंड, जेसे 0, अवश्य होगा प्र्थात्‌ 
9 | 8, 06, 052. 
यदि # श्रभाज्य हो तो बात यहीं समाप्त हो गयी | वैकल्पिक स्थिति में । श्रौर 8 से विभिन्‍न 
6 एक ऐसी संझुया होगी जिध्षके लिए 


6 | ४9, 
निस्संदेह 


6८७, 0, 
यदि ८ ग्रभाज्य हो तो भी बात समाप्त हो गयी । वेकल्पिक स्थिति में ) भ्ोर 6 से विभिन्‍न & एक ऐसी 
संख्या होगी जिसके लिए 
8 | 0, 
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पुत्र: 
6<6< 89 < 6, 


इस वैकल्पिक स्थिति की संभावना श्रनंत नहीं हो सकती और कुछ निश्चित चरणों के पश्चात्‌ 
एक ऐसी संख्या प्राप्त होगी जो श्रभाज्य हो । विचारों के स्थिरीकरण के लिए मान लीजिए कि 
ह | 6, 6 6, 6 | 6, ० | 8, 8 | 6 
प्रौर यहाँ / भ्रभाज्य है । खंड है'''का' संबंध की संक्रामकता के फलस्वरूप / | & और ,/ अभाज्य है । 
टिप्पपी---उपपत्ति इस वात पर केन्द्रित है कि हम पूर्व चरण पर प्राप्त खंड का खंड उत्तरोत्तर 
प्राप्त करें भौर ध्यान दें कि कुछ निश्चित चरणों के पश्चात्‌ एक श्रभाज्य खंड गश्रा जाता है। उदाहरणार्थ 
०--400, 
लीजिए । 400 के कई खंडों में से हम कोई एक, जैसे 00, चुन लेते हैं और लिखते हैं 
8---00, 
प्रब, 00 के कई खंडों में से कोई एक, ज॑से 20, घुन लेते हैं शोर लिखते हैं 
6---20, 
फिर, 20 के विभिन्‍न खंडों में से कोई एक, जैसे खंड 4, चुन लेते हैं और लिखते हैं 
६-4. 
ग्रततः हम देखते हैं कि 2 प्रभाज्य खंड है 6-4 का । इस प्रकार हमें कथनों की निम्त- 
लिखित # खला प्राप्त होती है 
«, 9] 4, 4 | 20, 20 | 00, 00 | 400, 
जिसके फलस्वरूप 'खंड है'''का' संबंध की संक्रामकता के कारण 
2 | 400, ेृ 
निस्सदेह प्रत्येक चरण पर हम कोई भी खंड चुन सकते हैं श्ौर विभिन्‍त अवस्थाश्रों पर विभिन्‍न चुनावों 
द्वारा, दी हुई संख्या के विभिन्‍न भ्रभाज्य खंड प्राप्त हो सकते हैं । इस प्रकार दी हुई संख्या 400 के प्रसंग 
में हम विभाज्यता संबंधों की निम्नलिखित श्यूखला भी प्राप्त कर सकते हैं 
8 | 25, 28 | 00, 00 | 400. 
इसके फलस्वरूप श्रभाज्य सेंड्या 8 खंड है 400 का । 
पाठक विभिन्‍न संख्याएँ, जंसे 
62, 878, 899 
लेकर इस विधि का अष्याप्त कर सकता है । 
प्रसेप---अभाज्य संझ्याओों का समुच्चय अनंत है | 
उपपत्ति--हम मानते हैं कि यह कथन भिथ्या है श्र्थात्‌ हम मानते हैं कि इस कथन का निषेध 
नाम्ना 
ग्रभाज्य संख्याप्नों का समुच्चय श्रन्न॑त नहीं है' 
अथवा तुल्य रूप में 
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| 'अ्रभाज्य संख्याओं का समुच्चय सांत है 
सत्य है | | 
प्रभाज्य संख्याश्रों का समुच्चय सांत होते के कारण कौई अधिकतम ग्रभाज्य संझ्या श्रवश्य 
होगी । मान लीजिए कि 4 श्रधिकतर भ्रभाज्य संख्या है । 
सभी ग्रभाज्य संख्याओं का ग्रुणनफल, नाम्ता, संख्या 


न्‍न्‍डे. 3, 8. 7. ,,...३ *() 
लीजिए । ॒ 
अब हम 
ु ७&<८ 0 --तं ५१० (2) 
लिखते हैं | इंस प्रकार सख्या ० सभी प्रभाज्य संख्याओं के गुरानफल से एक अ्रधिक है। निश्चय ही 
हद, 


संख्या 6 का अ्रभाज्य खंड अवश्य होगा | मान लीजिए # श्रभाज्य खंड है 6 का। निश्चय ही 
#, गुणनफल (१) में आने वाली संख्याश्रों 
9,538, 0; 7. ५२६ «४० ्। 
में से एक संख्या हैं । अब 
# । 6 और # | ९ 


के फल्चस्वरूप 
% | (७--9). 
क्योंकि ७- 0-+]) इसलिए यह निष्कर्ष प्राप्त होता है कि 
% 


ग्र्थात्‌ 9 खंड है ! का । 
निस्सदेह )/ कोई भी अभाज्य संख्या खंड नहीं है । का क्योंकि । का खंड संख्या । ही है। 
इस प्रकार हम मभिथ्या कथन पर पहुँच जाते हैं। इसलिए 'प्भाज्यों की संख्या भ्रन॑त नहीं है” कथन सत्य 
नहीं हो सकता । श्रतः श्रभाज्य संख्याश्रों का समुच्चय अनंत है । 
टिप्पणी--क्योंकि श्रभाज्य संख्याओं का समुच्चय अ्रनंत है इसलिए किसी दी हुई श्रभाज्य संख्या 
से श्रधिक अभाज्य संख्याएँ अ्रवदय होती हैं। इस प्रकार 
प्रभाज्य संख्याश्रों की सूची 
५, 8, 5, 7, ]॥, 8,... ... 
प्रतहीन है । हमें इतना ही करना है कि धत-संख्याञ्ों की सूची 
3, », 8, 4, 8, 6,...... 
में से भ्रभाज्य संख्याएँ चुन लें | यह ध्यान देने योग्य है कि संख्याश्रों के बढ़ने के साथ-साथ किसी दी हुई 
संख्या के अभाज्य होते या न होने का निश्चय करना कठिन होता जाता है । 
उदाहरणार्थ संख्या 
36709897848 
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के श्रभाज्य होने या न होने का निएचय करना दुष्कर कार्य है | वस्तुतः किसी प्रस्तावित संख्या का भ्रभाज्य 
होना सिद्ध करने के लिए गणितज्ञों ने समय-समय पर समस्याएँ रखी हैं, इनमें से बहुत-सी समस्याएँ झ्राज 
भी चुनौती बनी हुई हैं । 


75. भहत्तम समापवर्तंक 
दो धन-संख्यात्रों के महत्तम समापवर्तक की धारणा का परिचय हम एक उदाहरणा द्वारा 


दे रहे हैं । 
. दो धन-संख्याओं 
48, 68 
को लीजिए । । इनके खंडों के समुच्चय क्रमशः 
(0, 9, 8, 9, ।8, 48) 
[, 3, 7, 9, 2, 68) 
हैं। इन दोनों समुच्चयों का सवेनिष्ठ दी हुईं संख्याश्रों के समापवर्तकों का समुच्चय 


(१, 3, 9) 
है। 


प्रंततः समापवर्तकों के इस समुच्चय का महत्तम अंग 9 है। इस संज्या 9 को दो संख्याप्रों 
45, 68 का महत्तम समाप्ततैक कहते हैं, संक्षेप में इसे म स द्वारा सुचित करते हैं । 
शब. एक और उदाहरण लीजिए । 
मान लीजिए कि 2,90 कोई दो धन-संख्याएँ हैं । 
इनके खंडों के समुच्चय 
(7, 2, 3, 4, 6, 78) , 4, 2, 4, 8, 0, 20) 
हैं। इन दोतों समुच्च॒यों का सर्वंनिष्ठ दी हुई संख्याश्रों के समापवर्तकों का समुच्चय 


(, 2, 4) 
है। 
क्योंकि 4 समापवतंकों के समुच्चय का सहत्तम है इसलिए संख्याश्रों [2,20 का भ स 4 है । 


'प्रश्नावली 
धन-संख्याओं के निम्नलिखित युग्मों के लिए उपर्युक्त विधि अ्रपनाकर उनका 
भू स तिकालिए : | 
(४) 86, 64 (४) 80, 85 (88) 28, 56 
(४०) 2, 98 (०) 26, 45 (७४) 84, 728. 
दो संख्यात्रों का महत्तम समापवर्तक 


दो परिभाषा--दो संख्याओं के समापत्तैकों में से अधिकतण को उन संख्याओं का महत्तम समापवर्तक 
फहते हैं । 
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संक्षेप में दो संख्याश्रों के महत्तम समापवर्तंक को प्रायः म स द्वारा सूचित करते हैं । 
धत्त-संख्यामं के विशेष युग्मों से संबंधित उपर्युक्त विधि व्यक्त करती है कि किन्हीं दो संख्याओं 
का म॒ स होता है और मह अद्वितीय भी होता है। 
दो धन संख्याएँ 58, ४ लीजिए और मान लीजिए कि इनके खंडों के समुच्चय क्रमशः _, # हैं । 
तब 
4] 
संख्यात्रों 8, ? से समापवतंकों के समुच्चय को सुचित करता है। यहाँ 4 श्र # पिछले अ्रध्याय में 
लिखित खंड 6 श्रौर खंड 9 को सूचित करते हैं । 
ग्रब संख्याश्रों 6, ? से संबद्ध दोनों समुच्चय 4, .? सांत हैं | श्रतः इनका स्वेनिष्ठ 
4+ 
भी सांत है। साथ ही यह सर्वंनिष्ठ खाली समुच्चय नहीं है | वस्तुतः हम कम से कम एक धन-संझ्या ! 
जानते हैं जो दोनों समुच्चयों 4 और +# से निहित होने के कारण 
4[१)2 
में भी निहित है । इस प्रकार हम देखते हैं कि समापवर्तकों का समुच्चय 4 ()2 एक अ-रिक्त सांत समुच्चय 
है। श्रतः इसमें एक श्रधिकतम अंग है भौर वह भ्रधिकतम संख्या परिभाषा के भ्रनुसार ७ और 8 का. 
ग्रद्वितीय म स॒ है । 
अतः यह सिह्च हुआ कि फिन्हीं दो! धन-संख्याक्षों का श्रद्धितीम महत्तम समापवतेक होता है । 
टिपएणी---ऊपर सिद्ध किया गया प्रम्ेय सैद्धांतिक महत्व का है क्‍यों कि प्रमेय के भ्रनुसार हम 
 विश्वस्त हैं कि किन्‍्हीं दो धन-संख्यात्रों का म स होता है श्रौर किसी भी सम्भव विधि द्वारा निकालने पर 
परिणाम भ्रभिन्‍त रहते हैं। श्रव प्रश्त किन्‍्हीं दो दी हुई धव-संझ्याप्रों का मस निकालने का रह जाता 
है । निश्चय ही जब संख्याएँ बहुत बड़ी न हों तो हम उपपत्ति में अपनाई गई विधि कार्यान्वित कर सकते 
हैं। इसी विधि को ही पहले 
(४) 48, 68 और  . (४४) 22, 90 
युग्मों के म स निकालने के लिए भ्रपताया गया था | 
जिन धन-संख्याश्रों का भ सं हम निकालना चाहते हैं, वे बड़ी हों तो स्पष्ठतः यहू॑ विधि बहुत 
जटिल हो जाएगी । 
सौभाग्य से, किन्‍्हीं दो धम-संख्याश्रों का म स मिकालने के लिए एक सरलतर विधि भी है । दो 
संख्याओं का मं स निकालने की बारंबार विभाजन की इस विधि को यूक्लिड-कलनविधि' कहते हैं | 
इस कलनविधि का उल्लेख लगभग 2800 वर्ष पूर्व यूक्लिड के मूल तत्त्वों' में हुआ है। हम अब इसी 
का वर्शान करेंगे । 


भ से के निर्धारण की कलन विधि 


भान लीजिए कि 
४, 0 
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कोई दो धन-संख्याएँ हैं श्रौर 
>> 0. 
प्रब यदि 9 स्वयं खंड हो & का तो ०, 9 का म स 9 है क्योंकि 9 के खंडों का महत्तम » ही 
है श्रौर यह ७ का भी खंड है । 
मान लीजिए कि 8? खंड नहीं है ० का । | 
विभाजन कलन विधि के प्रनुतार ४, / ऐसी धन-संख्याएँ होंगी जिनके लिए 
&5-११--१, १<0,. «»- (4) 
हम यह सिद्ध करेंगे कि 
& श्र ४ का भस 


ग्रौर 
9 और » का म से 


बराबर हैं । 

यह तभी होगा जब ७ और 8 के समापवर्तकों का समुच्चय ४ श्रौर » के समापचतंकों का 
समुच्चय भी हो श्रर्थात्‌ ० और 2 का कोई समापवतेक ४ झौर # का भी समापवर्तक हो भौर विलोमतः 
भी। 

मान लीजिए कि » कोई समापक्‍तंक है ० और 0? का । तब ७ और ० दो ऐसी धन-संख्यए 
होंगी जिनके लिए 


धन-&80, 0ल्‍--४७. »»«(£४) 
(१) और (४) के फलस्वरूप 
22४: ०४०७९ --॥ 
से /#सत४(४--थण्व्‌ 


मन » खंड है / का. 
इस प्रकार « और 8 का कोई समापवर्तंक », समापवर्तक होगा 9 और » का भी । 
अ्रब मान लीजिए कि ४ कोई समापवर्तंक है ? और » का । तब », ४ कोई दो ऐसी धन-संख्याएँ 
होंगी जिनके लिए 
89-79/9, #--+ ३४. «० (2४8) 
(४) और (४४) के फलस्वरूप 
५६5८ ॥०॥ -- ३४०८ ४(७० + ४) 
ने ४ खंड है ७ का. 
इस प्रकार 8 और » का कोई समापवर्तक ४७, समापवर्तक होगा ७, ? का भी । 
प्रतदः & और 7 का भस 9, /» का भी मस है, यहाँ ७ को ४ से विभाजित करने पर » शेष 
रहता है | 
इस महत्वपूर्ण सिद्धांत से किन्‍्हीं दो धत-संख्याग्रों का स स निकालने के लिए आवश्यक संकेत 
मिल जाता है: 
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युग्म (७, 0) के लिए भ्रपनाई गईं विधि को अब हम युपक्त (0, /) के लिए अपनाते हैं, इस 
प्रकार हम ? की » से भाग देते हैं । यदि 9? को » से विभाजित करने पर शेष » प्राप्त हो तो, जैसा ऊपर 
देखा गया है, #/ ४४ का मस 8, » केस स के बराबर है और इत्तलिए 6, ? के म स॒ के बराबर भी 


होगा । 


यह ध्यान देते योग्य है कि १५, <#. 


यदि » खंड हो » का तो ४४, » का म स », होने के फलस्वरूप ७, 8 का मस /#; होगा । 
किन्तु यदि »,, खंड नहीं हो » का तो हम पुनः: » को »;, से भाग देकर शेष, जैसे १५, प्राप्त करते हैं, इसमें 
»७८/। क्योंकि शेष कम होते जाते हैं। इसलिए यह विधि कुछ चरणों के पश्चात्‌ भ्रवश्य समाप्त होगी 
ग्र्थात्‌ एक ऐसा होष # प्राप्त होगा जो अपने से पूर्व शेष, जैसे ॥ का खंड है । #& और # का म स $ होगा 
और क्योंकि यह & श्रौर ० के स स के बराबर है, इसलिए 6 शौर 7 का म स # है । 


इस विधि का उदाहरण नीचे दिया जा रहा है । दो संख्याएँ 
8844, 828] 
लीजिए । 

उत्तरोत्तर विभाजन के फलस्वरूप 
]8844-- ]828] »< ) --25 88 
]328। --2868 »< 8-[-466 
28038--466 9८ 8 -- 283 

460--288 »<८ 2 


भर इसलिए श्रंतिम शेष 288 जो अपने से पूबे गेष 406 का खंड है, दी हुई संख्याञ्रों का 
सस है। 


इस विधि का निम्नलिखित रूप में विन्‍्यास कर सकते हैं : 





2 ॥। ० व 








466 2868 8287 8844 





239 465 १583 











2. संख्याओं 
]404, 04 
को लीजिए । 
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अब 
404--704 »८  -[- 890 
]0]45-- 390 »८ 2-- 284 
890-- 294 »< -[-56 
284--786 »८ -]- 78 
]80-< 789८५. 
भ्रंतिम शेष 78 जो अपने से पूर्व शेष 80 का खंड है भ्रपेक्षित स स॒ है । 
विधि का प्रदर्शन तिम्नलिखित रूप में किया जा सकता है । 


2 4 9 ॥| 


486 28% 3090 0]+ | 40+ 
पृ 86 456 284 780 40]% 


78 80 284 390 
































प्रइनावली 
संख्याश्रों के निम्नलिखित थ्ुग्मों के मस निकालिए । 
(४) 8087, ॥0887 (४) 984, 378] 
(॥8) 878, 4985 (४०) 3696, 6800 


७, ? कोई दो धन-संख्याएँ लीजिए और मान लीजिए कि & उनका म स है । 4, 5, 2 क्रमशः 
6, 0, # के खंडों के समुच्चयों को व्यक्त करते हैं । 

यह स्पष्ट है कि # का प्रत्येक खंड ०, 8 का खंड भी है श्र्थात्‌ु 6, 8 के सम स्‌ # का प्रत्येक 
खंड ०, 8 का समापवर्तेक है । 
वस्तुतः & का कोई खंड 4 लीजिए तब 


४ [%8 
साथ ही 


# | & और # | ४9. 
श्रब 6॥#%, # | ७->०46 
है #, # | 80->व | 9 
अतः ७, 9 के भ स & का प्रत्येक खंड ७, 8 का समापवर्तक है | समुच्चय संकेतन के रूप में 


(4 0 #) 30777) 
ग्रब हम यह सिद्ध करेंगे कि कथत 


(405) ८ मर . 2) 
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भी सत्य है अर्थात्‌ ०, ? का प्रत्येक समापवतेक उनके भ स # का भी खंड है । दोनों कथनों () 
और (2) के फलस्वरूप 
4 ( मऊिचन्य 
अर्थात्‌ ७, ? के समापवर्तेतकों का समुच्चय उनके भ क्ष # के खंडों का समुच्चय ही है । 
हम इस प्रमेय का उल्लेख और इसकी उपपत्ति त्तिम्नलिखित रूप में करते हैं । 

प्रमेप--दो संख्यातं का प्रत्येक समापवर्तक उनके भ स्‌ का खंड है । 
उपपत्ति- मान लीजिए कि हम ७, ? के सस निकालने के लिए उत्तरोत्तर विभाजन करते हैं। निरचरय ही 
अंतिम शेष # होगा और यह अपने से पूर्व शेष, जिसे हम # मान लेते हैं, का भी खंड होगा । इसके फल- 
स्वरूप ७, ? के समापव्तकों का समुच्चय %, » के समापवत्तेंकों के सम्रुच्चय के बराबर है । क्योंकि # खंड 
है ४ का इसलिए # के खंडों का समुच्चय %, #» के समापवतकों का समुच्चय ही है और इस कारण यह 
७, 0 के समापवतंकों के समुच्चय के बराबर है । 


अतः म--.4 7 #, 
उदाहरण 
; &ल्‍++46, 8-63 
लीजिए । 
तब <--([।, 3, 5, 9, 5, 45) 
2>-[, 8, 7, 0, 2, 63) 
4 +) &-|4], 3, 0) 
श्य्0 
म--, 3, 9) 
स्पष्टतः म<--.4 (१ 5. 
2. संख्याश्रों 
। ७८-36, 8--84 
को लीजिए । 
अब 455], 2, 3, 4, 6, 9, 72, १8, 30) 


ऊ--4, 2, 4, 8, 36, 32, 64] 
4 /) #2<-+[], 2, 4) 
/5-- 4. 


* स--(, 9, 4) 
गत! यह सत्यापित हुश्मा कि 
2-4 5. 
प्रइनावलीं 
धन-संझज्याओं के निम्नलिखित युग्मों के लिए ऊपर ग्रपनाई गईं विधि कौ कार्या- 


न्वित कीजिए । 
(४) 24, 78 (४४) 42, 85 (४8) 8, 99 (४०) 75, 40, 
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दो संख्याओं के मे स का नियम 

यहि ४ कोई 'वन-संख्या हो तो 

4१76, ॥80 

काशस ०, 0 
के मे स कै साथ % के गुणन का फल होता है। 
यदि 4, 0 का सस्॒ & हो तो हम यह सिद्ध करेंगे कि %७,॥४9 का स स्‌ ##४ होगा । 

उत्पत्ति देने से पूर्व हम उपपत्ति में केन्द्रित भाव को प्रकट करने के लिए दो 
संख्याश्रों का एक विशेष उदाहरश दे रहे हैं । 
मान लीजिए कि 


७5548, 8--68 
और 4 4. 
इस प्रकार संख्याएँ %०७, ४०१ क्रमश; 
80, 282 


हैं । 

हम युग्म 46, 63 और युग्म 80, 262 का सस निकालते हुए उत्तरोत्तर शेषों 
के समुच्चय प्राप्त करते हैं। 

नीचे हम इसके संबंध में प्राप्त जानकारी का प्रदर्शन कर रहे हैं : 














रे कि 
४ 9 |। | 03. ॥ 886, व 
8 | क | 88. 8 | 380 | 289 
9 |8 | 86 | 48 80| 72 | 44 | 380 
| 96 || ३8 १४7 


























हम देखते हैं कि शेषों की प्रत्येक पंक्ति में प्रविष्ठयों की संख्या एक ही है। और 
27 की प्रत्येक प्रविष्ट 7 की तदनुरूपी प्रंविष्ट से चौगुनी है। इसके फलस्वरूप 49९ 45, 
42८68 का संस 49८9 हुआ | यहाँ 48, 068 का मस 9 है । 


उपपत्ति का सार यह है कि ॥#७, %४ से संबद्ध शेषों की संख्या ७, 8 से संबद्ध 


शेषों की संख्या के बराबर है और पहले प्रकरण का भ्रत्येक श्षेष दूसरे के तदतुरूपी शेष का 
#-गुना है। 
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उपपत्ति नीचे दी जा रही है । 
उपपत्ति -- 
मान लीजिए कि 
&5“- 24 --9, ”< 8: 
इसके फलस्वरूप 
१४०२-१४ (89--/]) 
पतन (200) 0-१०" 
साथ ही 
॥# ८8 -> १07< 7980, 
ग्रत: ॥॥6 को १४४ से भाग देने पर शेष %७' रहता है । 
इसी' प्रकार %० को १९ से भाग देने पर प्राप्त शेष 8 को » से भाग देने पर प्राप्त शेष का 
१४- ग्ुता होगा । प 
अतः ४8 और %४४ से सब्रद्ध श्रतिम शेष ७, ? से संबद्ध अंतिम शेष का #-ग्रुना होगा । 
इतः परिणाम । 
उपप्रमेष---मान लीजिए कि 6, ? का समापवर्तक ८ है । यदि 6, 8 का म स # हो तो 
++ &--५, 0-२४ 
कामस 


होगा । 


#--- व 


तिश्चय ही 6--०, 0-:-४ दोनों ही धन-संख्याएँ हैं। यदि ४-;-०४, 0-८ का मस #' हो 
तो पूर्व प्रभेय के अनुसार ८ (६--०४), ८ (9--6) श्रर्थात्‌ ७, ? का स स # ८ होगा । भ्रब 
#द--४ न 0 २०/-- ४ 


इत' उपप्रमेय । 

विशेषत: 

७-४, 0-:-# 

कामस।है। 
उदाहर्णु 

. 36, 60 
का मस ]2 है शोर 

8 >< 36, 8 »< 60 
कामस 
39८ ]2--806 

है । 


9. 36, 60 
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का प्त प्त 2 है गौर 86 तथा 60 का एक समापवर्तेक £ होने के कारण 


86 --9, 80--2 
कामस 
]2-.-2:-06 
है । 
8. 38, 60 
का भ से )2 है और 
36 -:-9, 60 --.9 
ग्र्थात्‌ 
3, 8 
कामस 
2-:.2-] 
है। 


इसका प्रर्थ यह हुआ कि 3, 5 का एक मात्र सम्रापवर्तक । है। 


: दो से श्रधिक संख्याश्रों का महत्तम समापवर्तक 

दो संज्या्रों के प्रकारक का विचार करने के उपरांत हम धन-संख्याग्रों के किसी सांत पमृच्चय 
के लिए मप्त की धारणा का विस्तार करेंगे। क्योंकि संख्याश्रों के किसी सांत समुच्चय से संबंध विचार 
तीत संख्यात्रों संबंध विचार के मूलतः समान ही हैं इसलिए हम उत्तरवर्ती का ही विचार करेंगे । 

कोई तीत धत-संख्याएँ ७, 8, ० लीजिए श्रौर मान लीजिए कि 4, 3, 0 इनके खंडों के 
समुच्चध हैं। 

सर निष्ठ 

420 “''() 

का विचार कीजिए | 


निश्चय ही यह सर्वनिष्ठ समुच्चय, भ्ररिक्त श्रौर सांत है, क्योंकि इसमें केवल 6, ?, ० के 
प्भी समापवतेक हैं । 


सांत अखित समुच्चय () का झधिकतम अंग ७, 8, ७ का महृत्तम समापवतेक है। अतः हम 
कहते हैं के तीनों संझ्भाओं का महत्तम सम्ापवर्तेक इन तीनों के समापवर्तकों में अधिकतम है । 
नि३चय ही यह विद्यमान है ग्रौर प्रद्ितीय भी है । 


नीचे हम तीत या अ्रधिक संख्याग्रों का प्तस तिकालने की व्यवहारिक पद्धित का सूचक एक 
सूत्र दे रहे हैं। 


प्रमेष--तीन संख्याओं का महत्तम समाप्वतक उनमें से किसी एक और दूसरी दो समापवरतक का 
९ पु 
भहत्तम समापवतेक है । 
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उपर्पत्ति--- 
तीन संख्याएँ ७, ?, ० लीजिए । 
मान लीजिए कि इनमें से किन्हीं दो जैसे ७, 8 का महत्तम समापवतेक # है । प्रव 
853800ल्‍-(4 १8) (१०. 
साथ ही हमें यह भी ज्ञात है कि 


7<--.4 ) 7 
और इसलिए 
4]2[05--४ (१ ०. 
अब समुच्चय 
42[]१0 
के अंगों में से श्रधिकतम ०, 0, ० का भस है। और समुच्चय 
[00 


के श्रंगों में से अधिकतम # और ० का मस है ! 
प्रतः 4, 0. ० का भस ८ श्रौर ७ ४ के मत # का मस है । 
प्रइनावली 
निम्नलिखित का सं स तिकालिए :! 
(४) ॥8807, 0857, 9094: 
(४४) 80696, 6800, 9289. 
6. झगसह॒भाज्य गॉँस का प्रसेय 
असहभाज्य--हम देख घुके हैं कि दो संख्याओं के समापवतकों का समुच्चय एक प्ररिक्‍त सांत 
समुच्चय होता है क्योंकि समापवर्तेकों के इस समुच्चय में । सदैव निहित है। निस्सन्देह समापवतेकों के 
इस समुच्चय में साधारणतया ) के अत्तिरिकत श्रत्य प्रंग भी होते हैं । किन्तु कई बार किन्‍हीं दो संस्याश्रों 
के समापवर्तकों के समुच्चय का एक मात्र ञ्नंग ! ही होता है भ्र्थात्‌ दो संख्यात्रों का समापवर्तक 
एक ही है। | 
कुछ उदाहरण लीजिए 


. लत )9, 0-578 
4-+[], 2, 3, 4, 6, ॥9) 2+-+६7, 3, 8, 8) 
4॥] अब, 8) 
9. &<- 40, 0-9 
4जत[, 2, 4, 8, 40, 20) 5#+£5६)॥ / 
#4&8| #>्ू5). 


इनके फलस्वरूप निम्नलिखित परिभाषा प्राप्त होती है । 
प्रिभाषा--यदि दो संख्याझ्रों का समापवर्तेक ) के अतिरिक्त पश्रन्य कोई न हो तो उन संस्याश्रों 
के युग्म को असहभाज्य कहते हैं । 
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दो अ्सहभाज्य संझ्याम्रों को सापेक्षतया-श्रभाज्य भी कहते हैं । 
यह देखना सरल है कि दो संख्याएँ तब श्रौर तभी श्रसहभाज्य होंगी जब उनका महत्तम 
समापवर्तक । हो । 
उदाहृर्णु-- 
संख्यात्रों के युग्म (2) !8, 3868 (७) 08, 26 (&8) 62, 85 
असहभाज्य हैं भौर युग्म 
() 6, 8 (&) 48, 65 (58) 86, 26 
श्रसहभाज्य नहीं हैं । 
सावधान--पाठक को अभाज्य संख्या और अ्रसहभाज्य-संख्या-युग्स की धारणाओ्रं में संभावित 
अम के प्रति सावधान किया जाता है । पहली का संत्रंध एक धन-संख्या से है किन्तु दूसरी का दो संख्याप्रों . 
के युग्म से | पाठक्ष निम्नलिखित कथनों की सत्यता भी देख सकता है । 
(7) दो अ्रभाज्य संख्याएँ सदेव श्रसहभाज्य होती हैं । 
उदाहरणा्े प शौर 9 असहभाज्य हैं । 
(2) असहभाज्य श्षेख्याओं के युग्म में से एक अथवा दोनों श्रभाज्य हो सकती हैं और ऐसा भी 
'हो सकता है कि उनमें से कोई भी भ्रभाज्य न हो | 
उदाहरणार्थ 
(४) 39, 28 (४४) 9, 8 (#४) 7, 48 
| असहभाज्य युग्सों में से पहले में कोई भी संख्या अभाज्य नहीं तथा दूसरे और तीसरे में क्रमदाः 
एक और दोनों संण्याएं श्रभाज्य हैं । 
प्रमेध---दो संख्याश्रों & और ० का सम स # तब और तभी होगा जब # समापवर्तंक हो 6 और 
8 का और दोनों संख्याएँ ४-४ और 0-:-४ सापेक्षतया अभाज्य हों । 
उपरपत्ति--मान लीलिए कि : 
० झौर 8 का म स & है । तब 
6 -२-#, 9--# 
कामस 
#--/#च्च्ड 
होगा । और इसलिए 
4-£ भ्रौर 0-<-# असहभाज्य हैं । 
विलोमतः यदि # समापवर्तक हो ७ श्रौर & का, तो 6-:-& और ४-:.७% का स स ] होगा । 
इसके फलस्वरूप 
#(६--+) और #(४--४) 
का मु स #.] है भर्थात्‌ ०. 8 का मस $ है । 
कथित परिणाम सिद्ध हो गया । 
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प्रशनौवली 
4. निम्नलिखित में से कौन-से संख्या-युग्म भ्रसहभाज्य हैं ? 
(४) 47, 68 (४४) 39, 299 (#४) 40, 9 
(४9) 000, शह्प (०) 859, 7भ] (७४) 878, 207, 


2. 'फर्मा का श्रमेथ' नाम से प्रसिद्ध प्रमेय निम्नलिखित रूप में है : 
यदि 9 कोई श्रभाज्य संख्या हो तथा ७ श्रौर 9 अ्रसहभाज्य हों तो 9 खंड होगा ७” 7-- 
का, शअर्थात्‌ 
छ (७९7 -..). 
० और 9 के निम्नलिखित मुल्य-युतमों के लिए इस प्रमेय को सत्यापित कीजिए : 
(0) 6-52, 5-४ (8४) 6-53, 9-5४ (४88) ७-54, [0558 
(१०) #क्‍5४, एच्ल3े... (५) 6रत, एल... (8०) 0558, एव 7. 
गॉस का प्रसेय 
इस प्रमेय का उल्लेख करने से पूर्व हम कुछ प्रेक्षण करेंगे । 
मान लीजिए कि ८ खंड है ७ का श्र्थात्‌ ४ 
6७५. ह 
यवि 9 कोई भी धन-संख्या हो तो 
8 6८७>०। ७० 
प्र्थात्‌ यदि 6 खंड है ७ का, तो यह 6 # का भी खंड है । 
व्यापक रूप में हम देखते हैं कि यदि ८ खंड हो ढ७या ० में से किसी एक का, तो ० खंड 
होगा ७ ? का भी, श्र्थात्‌ 
6 या 6 | 05:>0॥89 8. 
ग्रब स्वभावतः इसके विलोम रूप में भी हमारी रुचि होगी। मान लीजिए कि ७, 9, ८ तीन 
ऐसी धन संख्याएँ हैं जिनमें से ० खंड है ७ ० का, अर्थात्‌ 
०]6 090 
प्रब प्रइन यह है कि ० खंड है 6 श्रथवा 8? का, या नहीं । हम कुछ विशेष उदाहरण लेते हैं । 
() यदि 
85-८0, 05८ 8, 05-३0 
तो यद्यपि 
86 |6 9<+40 | 90 
सत्य है तथापि ० न तो खंड है & का और न ४ का, श्रर्थात्‌ इस उदाहररा में यद्यपि 
ह 6 60 
तथापि नतो. ० 6८ शभ्रौरत ०9. 
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(2) यदि 
कलर ]2, 0:८830, 6-50 


तौ 646 80<२6 | 860 
साथ ही' 6] <»0] 32 
कौर ०।॥०9 <+0॥ 80, 
(3) &स5 ]2, 05530, ८०-१० 

लीजिए । 
इसमें ० | 6 9<०0 | 3860 
सत्य है । साथ ही यद्यपि 

640 
सत्य है, तथापि 

66 
सत्य नहीं है । 


इस प्रकार हम तीनों विचारणीय विक्पों में से प्रत्येक का उदाहरण देख चुके हैं। तिम्नलिखित 
प्रमेथ से विचाराधीन प्रदन के विषय में उपयोगी जानकारी प्राप्त होती है । 


शॉँस का प्रसेय 
पदि 6, 9, ० तीन संख्याएँ हों जिनके छ्लिए 
(४) ० खंड है) शुणशनफल 6 8 का, 
(४४) ० और ७ असहभाज्य हों, 
तो ० खंड है 8 का । 
उपपत्ति--भरब ० भौर 6 के भ्रसहभाज्य होने के कारण इनका भ स ) है। इसलिए 
60, 6 0 
कापमतस 
9०% 5--50 है । 
अरब ? मंस वाली दो संख्याश्रों 
80, & 9 
का एक समापतर्वक ० है । 
अतः 6 खंड है ? का [१० 9$ पर प्रमेय देखिए] ह 
उपप्रसेय 


यदि अ्रभाज्य 9 दो प्रभाज्यों के गुशनफल ७५ ७५ को विभाजित करे तो यह 9, भौर ॥ में 
से कम से कम एक के बराबर प्रवश्य होगा | व्यापक रूप में यदि अभाज्य 9 कितने ही अ्रभाज्यों के 
गुणनफल को विभाजित करे तो यह उन्तमें से कमर से कम एक के बराबर अवश्य होगा ! 
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उदाहरण 
यदि 
६&+-- 2, 0--5४00, 6-७6. 
त्तो 6 ॥6 09<७8 | 860. 


साथ ही 5 और 2 अ्रसहभाज्य हैं, भ्रतः गॉस के प्रमेय के श्रनुसार 6 खंड है 380 का । इसे प्रत्यक्ष भी 
देखा जा सकता है । 


7. लघुतम समापवर्त्य 


दो संख्याएँ 5 और 6 लीजिए । इनके अ्रपवर्त्यों के समुच्चय क्रमश: 
[7>76, 22८8, 82८8, 4८ 5...... ) 
श्रौर (६2८6, 29८6, 82८6, 49८6, 59< 6...) 
ग्र्मत हैं। इस दोतों समुच्चयों के सर्वेनिष्ठ में केवल वही संख्याएँ हैं जो !8 श्रौर 6 दोनों के अपवर्त्य हैं। : 
हम कह सकते हैं कि यह समुच्चय 75 झ्औौर 6 के समापवर्त्यों का समुच्चय है | यह राव॑निष्ठ समुच्चय' 
श्ररिक्‍तत है । इसके भ्रंग 30, 60, 90......हैं भौर इसलिए इसका न्यूततम अंग 80 होगा। इस स्यूनतम 
ग्रंग 80 को 5 भौर 6 का लघुतम समापवर्त्य कहते हैं और इसे संक्षेप में लस द्वारा! सूचित करते हैं। 
दो विशेष संख्याएँं 6 और 6 लेने के स्थान पर अरब हम कोई दो संख्याएँ ७ भौर ४ लेते हैं । 
० और ४ के अपवर्त्यों के समुच्चय क्रमशः 


और (0, 20, 38... ... है ;क्‍ 
होगे । इन समुच्चयों को [& 6; » € | और (४ 2: ०» ६ 7 के रूप में भी व्यक्त किया जा 
सकता है| भ्रब ० और ४ दोतों के अ्रपवत्यों बाला सवनिष्ठ समुच्चय लीजिए | यह समुज्चय श्ररिकत 
है क्योंकि इसमें कम से कम एक श्रवयव ० 2 भवदय है जो & भौर ० दोनों का एक अपवर्त्य है। 
इस सर्व॑निष्ठ समुच्चय का कोई न्यूनतम अंग होगा । ७ और 8 के समापवर्त्यों के समुच्चय का 
यह न्यूनतम अंग ७ और 8 का लघुतम समापवर्त कहलाता है, संक्षेप में इसे 8 8 का लस लिखते हैं । 
परिभाषा--दो संख्याओं के समापवर्त्यों में से न्यूनतम उनका खघुतम्‌ समापवर्त्त फइलाता है 
निदत्नय ही किन्‍हीं दो संख्याों का छल स विद्यमान है और प्रद्वितीय भी । 


प्रदनावली 


8, निम्नलिखित संख्या-युग्मों के भ्रपवर्श्यों के समुच्चय लिखिए और उत्तका लस 


तिकालिए । 
(४) 8, 8 (&) 9, 6 (४४) 4, 8 
(१०) 4, 22 (०) 7, [7 (७४) 4, 74 
(०४) 8, 20 (०४४) 24, 30 (४2) 8, 0 


(४) 2, 24 


02 
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टिप्णएी [--किन्‍्हीं तीन संख्याश्रों ७, 8, « के अ्रपवर्त्यों के समुच्चयों का सर्वेभिष्ठ 
समुच्चम अ्रिक्‍त होता है, क्योंकि इसमें कम से कम एक अंग & 8 ० अवश्य होगा । इसलिए 
इस समुच्चय में कोई न्यूनतम श्रंग होगा जिसे 6, 8, ० का लघुतम समापवरत्य॑ कहते है । 
ठीक इसी प्रकार संख्यान्नों के किसी सांत समुच्चम के लेस की परिभाषा, इन संख्याभ्रों के 
अपवर्त्यों के समुच्चयों के सर्वनिष्ठ समुच्चय के न्यूनतम अंग के रूप में दी जा सकती है । 

2. केवल परिभाषा के प्रयोग द्वारा संख्याओ्रों के निम्नलिखित समुच्चयों का लस 
निकालिए | ] 

(४) 2, ४, १0 (&) 7, 0, ॥4 . (४४४) 8, 0, 6. 

छिप्पणी 2---66 समापवर्त्य है ८ और 9 का, साथ ही ७० का प्रत्येक गपवर्त्य ७ श्रौर 

8 का समापवर्त्य है, इस कारण 
& 0, 269, 068 *'** ** * 

सभी ० और ? के अपवर्त्य हैं। ऐसा भी हो सकता है कि ७ ? के इन अ्रपवत्यों के प्रतिरिक्त 
० झौर 8 के समापवर्त्यों के समुच्चय में कुछ और भी अंग हों। पाठक निम्नलिखित 
उदाहरण में स्पष्टतया बतलाई गई इस बात को देख सकता है। इसमें 8 और 6 के 
समापवर्त्यों का समुच्चय 


(30, 60, 90*'**!' ) (४) 
है, किन्तु 25 ८ 6 के अ्रपवर्त्यों का सम्ुच्चय 
तु मु 
90, 80, 270:''* **) * «(४४ ) 


है । स्पष्टतय! समुच्चय (४) समुच्चय (४) का उपसमुच्चय है। नीचे हम यह सिद्ध करेंगे 
कि एक ऐसी संख्या विद्यमान होती है जिसके ग्रपवरत्यों का समुच्चय दो संख्याओं के 
समापवत्यों का समुच्चय ही हो | दो संख्याञ्रों 5 और 6 के लिए यह संख्या 

38.6 


5 
आती है। यहाँ 3 दो संड्याओ्रों का मस है । 


प्रभैेय--यदि किन्हीं दो धन-संख्यात्रों & और 9 का श्र स & हो तो & ४--# के अ्रपवर्त्यों का 
समुच्चय [४ (6 0-7) : ४€7प) बराबर है ७ और 8 के समापवरत्यों के समुच्चय के प्रतीक रूप में 


(० (००--४) : ध्€१|--[४७ : ध्ध्ट |(१(४ 9: ४ € ४). 
उपपत्ति---७ श्ौर 8 का सस & है।. 
संख्याएं ४ और ४ विद्यमान हैं जिनके लिए 
#5-+ ४ श्ौर 8--# ४. | 
इस प्रमेय भर भ्रद्धितीय गुणनखंडस प्रमेथ की उपपत्तियों को पहली बार पढ़ते हुए छोड़ा 


जा सकता है। किन्तु पाठक इन दोनों महत्त्वपुर्णा प्रमेयों की विषय वस्तु का परिचय अवश्य 
प्राप्त कर लें । हे 
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निशुचय ही 4-४ और 0-८७ का मर स #-८-# होगा अर्थात्‌ « श्र 6 का मस । है। 
& श्र 8 का कोई समापवत्यें % लीजिए | तब ०, 6 ऐसी संख्याएं होंगी जिनके लिए 
१--९ & और %८>ल्‍-चदें 8. 


प्ताथ ही 
कन्‍्नन७ ४ और 9-5४ ४७. 
इस प्रकार 
६४-८० के 6 -+# (०७) और ४०-०७ # 8/--०# (६ ४) . 
ग़्ल ॥/! (6 6) चर (दे 0) २06 हें 8. 
पुनः 6 9 गन्झधें 0०० (6 ८) श 
अब 70 खंड है ० « का और ४“, « असहभाज्य हैं | गॉस के प्रमेय के फलस्वरूप 
४॥6, 
गब्रतः % कोई ऐसी धन-संख्या होगी जिसके लिए 
65-50 #६ 
प्ले6 नल (07 2४) १ (89 ४) 
स्ले १४४56 का. सकी १० (0 055 ) 
स्-क्रथ्ह 7 दा 
म-+१४(००७---४) 
परिणामतः ७, 9 का समापवत्यं %, श्रपवत्य है 
(०४)--+ 


का । इसलिए & और ४ का प्रत्येक समापवत्य, (७9) -+# का श्रपवर्त्य होगा । | 
प्रब हम यह सिद्ध करेंगे कि 40--# का प्रत्येक अपवत्ये, ७ श्रौर ? का श्रपवत्य॑ भी है । 


दा -- 
का कोई अ्रपव॑र्त्य 
# (60 -:-/४) 
लीजिए ह 
ग्रब % (60 -+ ॥) सा ४५0-२- 
नत2क(8 -+ #) 
सन 8(0---7)० 
साय ही के (६8--#) स्मरथा(०--/0)0, 
फलत: &9-:-# 
का प्रत्येक प्रपव॒त्यणे, # और ? दोनों का अपवर्यें है । 
इतः प्रमेय । 


प्रप्ेष---दो संख्या्रों का गुणनफल उनके महतम समापवर्तेक श्रौर लव॒त॒ध्त समापत्रत्य के 
गुणनफल् के बराबर होता है | 
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उपपक्ति--6, 8 कोई दो संख्याएँ लीजिए श्रौर मात लीजिए कि », / क्रमशः उनके महत्तम समावर्तक 
श्रौर लघुतम समापवर्त्य के सूचक हैं । 
हमें सिद्ध करना है कि 
॥--40: 
हम देख चुके हैं कि & झऔौर 8 के समापवत्यों का समुष्चय 
(४ (०४--४) : ४ € / 
है | इसलिए ०, ? का लघुतम समापवर्त्य ०-४ है और इसलिए 
७४-+ ज| ४ 
नर 0 जय 9 
इत: परिणाम । 
टिप्पणौ-यह प्रमेय. किन्‍हीं दो संख्याओं का लघुतम समापवरत्य॑ निकालने की विधि 
बतलाता है। ०, ? कोई दो संख्याएँ लीजिए | इनका लघुतम समापवर्त्य॑ 
(०0)--# 
है, यहाँ ०, ! का महत्तम समापचरतंक # है । 
इससे यह भी परिणाम निकणता है कि दो संख्यात्रों के लघुतम समापवर्त्य का प्रत्येक 
ग्रपवत्य॑ उनमें से प्रत्येक का श्रपवर्त्य थी है । 


प्रश्नावलीं 


धन-संख्याश्रों के निम्नलिखित युग्मों का ले से निकालिए । 
(४) 420, 85 (#) 283, 360 (४8) 6, 90. 
8. अद्वितीय अभाज्य गुणनखंडन 


हम पहले देख घुके हैं कि ! से विभिन्‍न प्रत्येक संख्या का कोई अभाज्य खंड श्रवश्य होता है । 
अब हम इस परिशाम का परिष्कार करेंगे और सिद्ध करंगे कि प्रत्येक संख्या को ग्रभाज्यों के गुणनफल 
के हूप में व्यक्त किया जा सकता है। जैसे 
2]05--2 3 ८ 73८ 5, 
यहाँ दाएं पक्ष का प्रत्येक खंड ग्रभाज्य संख्या है। एक और उदाहरण में 
808--2 %८2 *८ 7 ५८, 
प्रत्येक संख्या का अभाज्यों के गुशनफल के रूप में व्यक्त हौ सकना तो सत्य है ही साथ ही यह भी 
सत्य है कि इस प्रकार के प्रत्येक गुणनफल में प्रभाज्य खंड घही होंगे, उनका क्रम भले ही बदल जाए। 
उदाहरण के लिए हम 
80-57 »( 3 >८2 6, 20--8 2८5८9 *८ 7, 
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भी लिज़ सकते थे | किन्तु जैसा कि हम सिद्ध करेंगे, तथ्य यह है कि 2१0 को श्रभाज्यों के गुशनफल 
के रूप में किसी भी प्रकार व्यक्त करने से सदैव वही अभाज्य श्र्थात्‌ 2, 3, 5, 7 पाएँगे। 

निस्‍्सन्देह यदि कोई भ्रभाज्य किसी वियोजन्न में एक से श्रधिक बार श्राए तो वह दूसरे प्रत्येक 
वियोजन में उतनी ही बार आएगा। इस प्रकार श्रभाज्यों के गुरनफल के रूप में 308 के प्रत्येक|वियोजन 
में प्रभाज्य खंड 2 दोबार ही श्ाएगा। 

पाठक को चाहिए कि वह इस कथन की सत्यता को कुछ संख्याओं, जैसे 

(0) 346. (४४) 204. (&) 7085 . (७) ॥00.. (७) 448 

के प्रसंग में सत्यापित करे । 

ग्रब हम अदितीय अभाज्य गुशुनखंडन प्रमैय का उल्लेख और इसकी उपपत्ति करेंगे । 


प्रभेय--] से विभिन्‍न प्रत्येक धन-संख्या को श्रभाज्यों के गुणनफल के रूप में व्यक्त किया जा 
सकता है और खंडों के क्रम को छीड़कर यह अभिव्यक्ति भ्रद्धितीय है । 


उपपक्ति--कोई संख्या » लीजिए । यदि » श्रभाज्य हो तो सिद्ध करने को और कुछ नहीं 
रहता । श्रब॒ मान लीजिए कि » भ्रभाज्य नहीं है। इसलिए इसका कोई श्रभाज्य खंड, जैसे ७, होगा 
ग्रौर तब 
8-9, ए।, ४४ ६४, 
यवि » श्रभाज्य हो तो प्रमेय सिद्ध हो गया | किश्तु यदि »। ग्रभाण्य घ हो तो 


28(7-822 2५६ 
यहाँ ४५ भ्रभाज्य है और 
89 < छा 
इस प्रकार चलकर हम अभाज्यों का एक अनुक़रम 
का, 20 ७०००० (4) 
और संख्याप्रों का एक शअ्रनुक्रम 
४॥, 8६, ००००: (2) 
जिसमें 
8४2>४] ०2५ . ७ «७ «« 
प्राप्त करते हैं । 


अनुक्रम (2) के उत्तरोत्तर कम होते जाने के कारण यह प्रक्रिया धरणों की कुछ निश्चित 
संख्या के पश्चात्‌ अवश्य समाप्त होगी। श्रतः अनुक्रम (2) का एक ऐसा प्रंग श्रवश्य प्राप्त होगा जो 
ग्रभाज्य हो । मान लीजिए कि »,,_, श्रभाज्य संख्या है। तब 
करत 902. « » *** 70,-7, -]* 
४, -3 के लिए %,, लिखने पर 
४००४०. ७: - «* 2॥-7 2१॥ * (8) 
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प्राप्त होगा । (8) संख्या » को श्रभाज्यों के ग्ुशनफल के रूप में व्यक्त करता है। निस्संदेह इन सभी 
अ्रभाज्यों का विभिन्‍न होना आवश्यक नहीं है । 
(8) की श्रद्धितीयता | यदि संभव हो तो 
ह 5४) 0 ५०4४ ००४४- २ ०-3) 
को भ्रभाज्यों के शुशनफल के रूप में » की वैकल्पिक ग्रभिव्यक्तित मान लीजिए । 
ग्रौर मान लीजिए #&:%. (8) श्र (4) के आधार पर 
,.. 4220:«०००० 29% 7098: ५ ५ ५ ५ ५५ - १.५ ह (5) 
श्रब (8) से यह सिद्ध होता है कि अ्रभाज्य %; खंड है गुणनफल 
9925५«५ ५ ०7% 
का, और इसलिए ७ इन अ्रभाज्यों में से किसी एक के बराबर होगा। व्यापकता की किसी हाति के 
बिना हम मानते हैं कि 97--०,. ऐसी कल्पना इसलिए संभव है क्‍योंकि इसमें केवल खंडों के क्रम का 
परिवर्तंत और उनका उपयुक्त पुनर्तामकरण ही करने की भ्रावश्यकता होती है । 
%,554। होने के कारण गुणन के अ्रपवर्तन नियम की सहायता से (5) के फलस्वरूप 
9089 . «६ "१ -११५१३. . » -+ 4 (0) 
प्राप्त होता है । 
ठीक पहले की भाँति %, का ग्रभाज्यों १,०५५. ..... /% में से किसी एक के बराबर होना 
श्रावदयक है । व्यापकता की किसी हानि के बिना हम सान लेते हैं कि ५-5१, और इसलिए (6) से 


42882 & व: ३ ५8.७ 20 77 9344 १००१०००७ 9, 9078 (7 ) 
प्राप्त होता है । 


ठीक इसी प्रकार खलकर यदि 


१0 >> १ 


तो हम 

203 7793, 2287794, , ., ७ « 9,,779,, हैं न] (8) 
और 9,.9,49 «००९ * * ली (9) 
प्राप्त करते हैं । 


किल्तु । का कोई भी गभाज्य खंड नहीं होता । 
इस प्रकार %>>% से विरोध उत्तपन्त हो जाता है । 
३४ १ न ॥%, 
आर इसलिए & के दो वियोजन 
* 9779/3. . « ६ ६« 4१, 


और . 042493 - ७ «- ६, 
भ्रभिन्‍न हैं । 
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। प्रसनावलो 
निम्नलिखित को प्रभाज्य खंडों के गुणनफल के रूप में व्यवतत कीजिए । 
(६) 678 (४8) 528 (88) 990... 
(४०) 024 (०) 660 (०४) 20000 
(४४४) 4080 (०७४) 220 (४४) 99792 


(७) 874044. 


9, दो दत्त संख्याश्नों की अभाज्यों के गुरनफलों के रूप में अभिव्यक्तित हारा 
उत्के सम स और ल स का निर्धारश 
व्यापक विधि के विवेचन्त से पूर्व हम एक विशेष उदाहरण लेते हैं । 
सुगम 


2600, 660 
को लीजिए । 


हम इन दोनों संख्याञ्रों को अभाज्यों के गुणनफल के रूप में व्यक्त करते हैं । इस प्रकार 
]2000--2 »( 87% 6 ८ प 
6060-27 २८ 8 2८8 >८7] 
इन दोनों ब्यंजकों में श्राने वाली ग्रभाज्य संख्याएँ 
2, 3, 8, 7, ॥] 
हैं । 
इन अभाज्य संख्याश्रों का हम एक-एक करके विचार करते हैं | इनमें से 7 श्रौर !। ऐसी भ्रभाज्य 
संख्याएँ हैं जो दी हुई संख्याश्रों में से केबल एक का खंड हैं और इस कारण इनमें से कोई भी उनके से स 
का खंड नहीं है । 
22 महुत्तम घात है 2 का, जो दोनों संड्याओ्ों का खंड है । 
8 महत्तम घात है 3 का, जो दोनों संख्याश्रों का खंड है | 
5 महत्तम घात है 8 का, जो दोनों संख्याश्रों का खंड है । 
ग्रतः 
285८ 8 ८ 8 
दोनों संख्याश्रों का महत्तम प्मापव तंक है । इसे हम दी हुई संज्याश्रों का मे से कहते हैं । 
वस्तुत:, यदि यहु भू स न होता तो वास्तविक सर स के अश्नाज्यों के गुशानफल के रूप में 
2, 3, 8 से विभिन्‍न कोई श्रभाज्य खंड अवद्य होता और ऐसा अ्रभाज्य खंड दी हुई दोनों. संख्याओं के 
ग्रभाज्य गुणानखंडन सें भ्रवश्य आता । परंतु ऐसा नहीं है। ग्रतः दी हुई संण्याश्रों का मे स 
25 2 3 >( 8--80 
है । 
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अब हम दी हुई संख्याग्रों के ल पा का विचार करते हैं । 
पुन: दी हुई संस्याञं के प्रभाज्यों के मुरानफलों की श्रभिव्यक्तियों का बिधार कीजिए । 
इतमें आने वाली भ्रभाज्य संख्याएँ 
2, 8, 7, 7, 7 
हैं। ' 
हम देखते हैं कि भ्रभाज्य ग्रुण॒नखंडन 
28८ ३३ ८ 85 "7 >८! 
वाली संख्या दी हुई दोनों संख्याभ्रों का अपंवर्त्म है अर्थात्‌ यह उनका समापवत्यें है । 
साथ ही यह भी स्पष्ट है कि इन ग्रभाज्य संझ्यात्रों के स्यूत घातों का ग्रुणातफल समापवत्यें 
नहीं होगा । 
कार्यकारी सूत्र 
कोई संख्याएँ ७, ? लीजिए । हम मानते हैं कि इन्हें श्रभाज्य खंडों के मुणनफल के रूप में 
व्यक्त किया गया है | 
ग्रब उन प्रभाज्य संख्याओ्रों को लीजिए जो दोनों श्रभाज्य ग्रुणनखंडनों में आती हैं । 
तब समाभाज्य संख्याओं के न्यून घातों का शुणनफल मर स होता है । दोनों में ले एक अथवा दं'नों 
व्यंजनों में आने बाली अभाज्य संख्याओं के अधिक घातों का गुसुनफल अपेक्तित ले से होता है । 
उद्गहर्ण 
निभ्तलिखित अभाज्य गुण नखंडनों वाली दो संख्याएँ लीजिए : 
6. +-१9३ % 6 १८ ] ५८ 32 
8 ' -+2१9८ 58 5८ 8 ५८ 8 ८ 77 
संस -52? ८ 5 ८ ] ८ 8 
लस न्ू9१ >( 58% ८ 8! ५८7. 


प्रध्नावली 
7, श्रभाण्यों के गुणनफलों के रूप में व्यक्त करके संख्याझ्रों के निम्नलिखित 
समुच्चयों के स स्तर निकालिए । 

(४) 504, 5544, 2574... ०(४) 546, 4095, 464] 
(४४) 429, 828, 905 (४७) 280, 445, पशह१ 

(७) 44, !2, 388, 48 (७४) 226, 453, 4587, 720. 
(०४) 7, 37, 29, 8, 47 (०४४४) 08, &4, 28, 679, 879 
(४४) 89, 40, 684, 788, 026. (७) 788, 488, 798, 98, )220. 


2. अभाज्यों के गुणवफलों के रूप में व्यक्त करके संख्याप्रों के निम्नलिखित 
समुच्चयों के रू स निकालिए । 
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(४) 28, $&, 482 (४४) 420, 485, 800 
(४8) 788, 800, 568 (४०) 05, 2582, 360, 700 
(०) 4, 38, 42, 63, 26 (४४) 7, 3, 29, 583, 2 
(०४४) 32, 48, 76, 86, 24 (2४४) 45, 34, 46, 20, 0 
(४8) 4, 44, 444, 4444. (०) 72, 7, 288, 387. 
संक्षेप 
धम-संख्याश्रों के समुच्चय में 'खंड है... का! संबंध 
७ खंड है 8 का <# 689 <+ 9 श्रपवर्त्य है # का । 
6 09 त्था 9॥6 <# 65-४० 
५ ॥9त्था 0]6 <> ०5[6 
७ | 9 तथा 6 |06 <# ५ | (४--6) 
७ 8 तथा & 6 +> ० (४०). 
2, 8, 4, 5, 6, 8, 9, 0, ]] 
से विभाज्यता की कसौटियां । 
दो और दो से अधिक संख्याम्ों का स से और ल स । 
दो संख्याश्रों के म स्‌ के निर्धारण की कलमविधि । 
दो संख्याशोों के सम रू और ल॒स का गुरनफल । 
अभाण्य संख्याएँ । भाज्य संख्याएँ | श्रसहभाज्य संख्या-युग्स | गॉस का प्रमेय : 
4 | 8 ० और ७, ? भ्रसहभाज्य हैं +>० | ८. 


श्रद्चितीय अभाज्य गुणनखंडन प्रमेय । 
ग्रद्धितीय श्रभाज्य ग्रुरानखंडत्त द्वारा संख्याओं के समुच्चयों के भ स श्रौर ले स का परिकलन । 


दो संख्यात्रों का प्रत्येक समापवर्तक उत्तके महत्तम समापवतैक का खंड होता है । 
दो संख्याश्रों का प्रत्येक समापवत्य॑ उनके लघुतम समापवत्य का अ्रपवत्य होता है । 
५ सिहावलोकस प्रदनावली 
ग्रूक्‍्लिड-कलनविधि द्वारा निह्चित कीजिए कि भिम्नलिखित संख्या-युम्मों 


. 
में से कौन-से असहभाज्य हैं । 
' (8) 388, 98 (४) 8759, 8880 
(868) 564, 7968 (४०) 77468, 27898 . 
9. पाँच क्रमागत घन-संड्याएँ दीजिए जिनमें से कोई भी श्रभाज्य न हो । 


3. दो क्रमागत धन-संख्यात्रों का भ्न स क्‍या होता है ? 


4. सिद्ध कीजिए कि दो क्रमागत विषम संख्याएँ प्रसहभाज्य होती हैं । 


430 


बीजगरशित 


5. यदि 6 और ? असहभाज्य हों तो किस प्रतिबन्ध में ७-2 श्रौर 6--४ 
भी झसहभाज्य होंगे ? ह 
6. यदि दो घन-संख्याएँ, धन-संख्याश्रों के वर्ग हों, तो सिद्ध कीजिए कि उनके 
मे स श्रौर ले से भी धन-संख्याप्रों के वर्ग होंगे । 
7. दो उसंख्याश्रों का मं स ]4 है। यदि मे स तिकालते की विभाजन-कलन 
विधि में प्राप्त भागफल श्र खला 8, 8, 2 औौर 4 हो तो वे संख्याएँ निकालिए 
8, सिद्ध कीजिए कि ! से विभिन्‍न किसी विषम संझ्या के वर्ग में से ! घटाने 
पर ऋश-फल 8 से विभाज्य होता है। 
0, चार संख्याश्रों 6 9, ७ 4 का लस उनके गृुशनफल 62०४ को चार 
संख्यात्रों १०४, 6००४, 4९6, 58० के थ से से भाग देने पर प्राप्त होता है । 
0, ऐसी दो संख्याएँ निकालिए जिनका से स 20 और ल सर 420 हो । 
3. ऐसी दो संखझ्याएँ निकालिए जिंतवका ग्रुगातफल 79600 और लस 
8300 हो । 
72, लस297 वाली ऐसी दो धन-संख्याएँ & श्रौर 9 निकालिए जिनके लिए 
6?-[- 8? --70880. 
)8. सिद्ध कीजिए कि भरुणनफल %(%--१)) (»--2) विभाज्य है 6 से । 
4, सिद्ध कीजिए कि ग्ुणभफल %(४--) (2%--१) विभाज्य है 6 से । 
5. सिद्ध कीजिए कि दो संख्याओं में से यदि किसी एक को किसी ऐसी 
संख्या से गुणा किया जाए जो दूसरी संझ्या के साथ अपेक्षतया भ्रभाज्य हों, तो उनका मे स 
नहीं बदलता । | 
]6. अभाज्य 7 का कौन-सा महत्तम घात पहली पाँचसो अभाज्य संख्याम्रों 
के गुरानफल को विभाजित करता है ? 
37,. ७ और ० ऐसी ध॑ंत-संख्याएँ हैं जिनके लिए 
>-- 02 
अभाज्य संख्या है । 
सिद्ध कीजिए कि 
६ -- ७-6 +- 9. 
[सूत्र ७--//-०(७--४) (७--४) का प्रयोग कीजिए ।] 
88. यदि 6 और ० कोई विषम अ्रभाज्य हों तो सिद्ध कीजिए कि ८--8* 
भाज्य है । 
79. किसी विषम घन-संख्या के वर्ग को 8 से भांग देने पर शेष क्‍या रहेया ? 
20. किसी संख्या के वर्ग को 5 से भाग देते पर शेष क्या रहेगा ? 
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2. यदि कोई संख्या 3 और 4 से विभाज्य हो तो सिद्ध कीजिए कि वह 8 
से भी विभाज्य होगी | 

22, यदि कोई संख्या 3 और 8 से विभाज्य हो तो सिद्ध कीजिए कि बहू 24 से 
भी विभाज्य होगी । 

28, 50 से कम ऐसी संख्याएँ बताइए जो इसके साथ श्रपेक्षतयया अभाज्य हों । 

24. यदि 6 और ४ असहभाज्य हों तो सिद्ध कीजिए कि ७ और 8» भी असह- 
भाज्य होंगे । ६ 

48, यदि दो अभाज्य संख्यात्रों 9, 0 में से प्रत्येक खंड हो 6 का, तो सिद्ध 
कीजिए कि गरुशानफल » ० भी खंड होगा ७ का । 

20, यदि दो संख्यात्रों का सम स और उनका योगफल और गुणमफल निम्न- 
लिखित सारणियों के श्रमुस्तार हो तो संख्याएँ मिकालिए । 


| बोगकल | 72 [300 | 88 | 80 | 80 | 9) | 708 । 72 | 300 68 


852 | 420 । १80 | 9१ 








तु बता | 0 [8 | | 8 | 8 | 09 | 2 24 परपस--३७०५७००००३३ 
«मत 80 0000 000 486 00 78 9 [ 78 24 (78 | 48 2 | 24 
गुणवफल 84800 | 8]2 | 360 । 2700 840 
|| | हट 
88 ॥ 


बस | ॥8 | ॥ [8 8 |? भ्स 8 6 


है 








6 | 9 
27, यदि 6 । ७, ० | ?, तो सिद्ध कीजिए कि 
( %-- 9) न65८5[०-+ ०) +-(8-- 8). 
28, यदि 6 ] 6, ८ 8, तो सिद्ध कीजिए कि 
०। (७०), 
29. यदि किसी संख्या के अपने से भ्रतिरिक्त खंडों का योगफल उसके बराबर 
हो तो उसे परिपुण संख्या कहते हैं। उदाहरणार्थ 6 एक परिपूर्ण संड्या है क्योंकि 
(वन ( ]--2-+- 8) ५ 
30 से कम एक और परिपूर्णों संख्या होती हैं। यह संख्या बताइए । 
80, यदि दो श्रभाज्य संख्याओ्रों का अश्रंतर » हो तो उन्तके युग्स को यमज 
ग्रभाज्य हैं। उदाहरणार्थ 3, 5 यमज अभाज्य हैं। 00 से कम सभी यमज अभाज्य लिखिए । 


2]] 
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20. भूमिका 
ग्रध्याय । में हम देख चुके हैं कि किन्हीं दो धन-संख्याम्रों का गुणनफल एक धन-संझ्या ही 
होती है भौर इसलिए उन्हें गुणा करना सर्देव संभव होता है, किन्तु गुणन की प्रतिलोम रूप विभाजन की 
संक्रिया के प्रसंग में स्थिति इतनी सुखद नहीं है। इस प्रकार धन-संख्याश्रों के प्रसंग में किन्‍्हीं दो धन- 
संख्याश्रों ७, 8 के लिए प्रतीक 
क्ष्- 
को सदेव सा्थक नहीं माना जा सकता । वस्तुतः, धन-संख्याप्रों के प्रसंग में प्रतीक 
9-9 
के सार्थक होने का प्रतिबंध यह है कि 0 खंड हो 6 का । 
भ्रतः 
&--० सार्थक है ६? 8 | ७, 
उद्दाहरणार्थ, धन-संख्याओ्रं के समुच्चय के प्रसंग में प्रतीक 
| 68--३ 
सार्थक है क्योंकि यह 2? के बराबर है । किस्तु प्रतीक 
8-.-३ 
सार्थक नहीं है । 
इस अध्याय में हम नई संख्यात्रों का आविष्कार करेंगे । नई संख्यात्रों के इस समुच्चय को 
भिन्‍मों का सभुच्चय कहते हैं । धन-संख्याश्रों का समुच्चय इस समुच्चय का एक उपसमुच्चय होगा । साथ 
ही भिन्‍्नों के इस समुच्चम में विभाजन बिना किसी प्रतिबंध के संभव होगा । वस्तुतः, हम यह देखेंगे कि 


भिन्न 48 
भिन्‍तों के इस समुच्चय का प्रत्येक अंग समुच्चय के किसी भी अ्रंग से विभाज्य होगा । इस प्रकार सारझूप 
में भिन्‍नों के समुच्चय में विभाज्यता की धारणा निरथंक हो जाएगी । 

जैसा कि धन-संख्याश्रों के समुच्चय में किया गया था, भिन्‍तों के समुच्चय में भी हम योग तथा 
गुणन के दो संयोजनों और क्रम-संबंध का अध्ययन करेंगे । हम यह भी दिखाएँगे कि गुणन के प्रतिलोम 
रूप में विभाजन संयोजन प्रतिबंध रहित होता है । निस्संदेह योग का प्रतिलोम व्यवकलन समस्या ही बना 
रहेगा क्योंकि हम देखेंगे कि किन्‍्हीं दो भिन्‍्मों का श्रंतर सदेव सार्थक नहीं होता । यहाँ यह कह देना 
उचित होगा कि अगले अ्रध्याय में भ्रध्ययत्त का विस्तार परिमेय संख्यात्रों तक हो जाने से व्यवकलत की 
इस समस्या का भी समाधानच हो जाएगा । 
2. भिन्‍न की धारणा 


मान लीजिए कि एक डबलरोटी के 0 बराबर टुकड़े हैं श्रीर आपके पास उनमें से चार हैं । 
तब यह कहने की अ्रपेक्षा कि श्रापके पास डबलरोटी के दस टुकड़ों में से चार. हैं, यह भी कहा जा सकता 
है कि आपके पास डबलरोटी के चार दक्षमांश हैं। इसे कहते का एक तीसरा ढंग भी है, श्रर्थात्‌ आपके 
पास 
डबलरोटी का 4/0 है 
श्रौर इसे डबलरोटी का 4 बटा 40 पढ़ते हैं । 


व्यापक रूप में, मात लीजिए कि हमारे पास कोई बस्तु है, जैसे, एक श्रायताकार क्षेत्र, जिसे 
हमने ४ बराबर भागों में बाँटा हैं। तब पूरे क्षेत्र के उस भाग को, जिसमें इन बराबर भागों में से ० भाग 
हैं, क्षेत्र का 


(4 
ज्र्या 6०/० 
कह सकते हैं और इसे क्षेत्र का & बटा 9 पढ़ते हैं । यहाँ ० 
ग्रौर / दो धन-संख्याएँ हैं । 

उदाहरणार्थ, साथ के श्रायताकार क्षेत्र वाले 
चित्र में छायित भाग पूरे क्षेत्र का 2/5 है। 


भाभों की समता 





यह सरलतापूर्वंक देखा जा सकता है कि डबलरीटी का 4/70 उतना ही है जितना कि उसका 
2/85 या 8/20 

वास्तव में डबलरोटी को दस बराबर टुकड़ों में बाँटकर उनमें से चार लेने पर इसका जो भाग 
प्राप्त होता है वह उत्तना ही है जितना इसको पाँच बराबर भागों में बाँठकर उन्तमें से दो लेते पर या 
इसको बीस बराबर भागों में बाँट कर उनमें से आठ लेने पर प्राप्त होता है । 


पुनः यह भी सरलता से देखा जा सकता है कि तिम्तलिखित में से प्रत्येक 20 पैसे का सूचक 
होने से एक रुपए का वही भाग है । * 


]4 बीजगए्ित 


(४) रुपए का 20, (४) रुपए का 4/20, 
(६४) हुपए का ]/6. 
इसी प्रकार प्रायताकार क्षेत्र के तिम्तलिखित भागों में से प्रत्येक का क्षेत्रफल समान है । 
(3) क्षेत्र का ४0, (४) क्षेत्र का 2७/20, 
(४3) क्षेत्र का 8०80. 
व्यापक रूप में, यदि £ कोई भी घन-संख्या हो तो 
65 
फ्र्ा 
वास्तव में यदि हम किसी क्षेत्र को 8 बराबर भागों में बाँदें और इनमें से & भागों को लें तो 
हम क्षेत्र का वही भाग प्राप्त करेंगे जो उसको 88 बराबर भागों में बाँठ कर उतमें से ७४ लेते पर प्राप्त 
करते हैं। 


किसी क्षेत्र काजू >-उसी क्षेत्र का 


उदाहरण के लिए, साथ के चित्र में सम-छागित भाग क्षेत्र का 0/3, क्षेत्र का 4/6 झौर क्षेत्र- 
का 6/9 व्यक्त करते हैं। 

श्रतः लंबाई, क्षेत्र, आयतन, पिड, भ्रन्त- 
राशि, जैसे बराबर वाले भागों में बाँदी जा सकते 
घाली किसी वस्तु का ०/४ उतना ही है जितना कि 
उस वस्तु का ८8. इस प्रकार हम संबद्ध वस्तु के 
* जाग को बदले बित्ता & और ४ को किसी भी धन- 


संख्या द्।रा गुणा फर सकते हैं । हो 
यह भी देखा जा सकता है कि यदि & ्् र् 
कोई संम्तापवर्तक हो & श्रौर 8 का, तो किसी वस्तु 


का ०/9 उतना ही होता है जितना उसी वस्तु 





क्का तक , जैसे क्षेत्र का 0/9 उतना ही है जितना ट््टटटट 
उस क्षेत्र का 6 2-42 हर 
ह ननक्षेत्र का 2/8. ' 


नीचे हम यह सिद्ध करने का प्रयास करेंगे कि 
फ 
छः 
दें :-- 96५ 


किसी वस्तु का --८“उसी वस्तु का प्र 


* थदि 
हम देख चुके हैं कि 


किसी वस्तु का) >-<-उसी वस्तु का रा 


भिन्‍्त रह 


त्उसी वस्तु का 5 (*. 46-४० दिया हुआ है ।) 


श्व 
+>उसी वस्तु का-<- 
उदाहरण के लिए, क्षेत्र का हरा क्षेत्र का -2 डे ; 
क्योंकि 4 »८ 9--:6 9८ 6. 


किसी बस्तु के वो भागों को एकत्र रखना 

मान लीजिए कि हमारे पास किसी वस्तु का 3/0 और उसी वस्तु का 4/0 भी है । 

इन दोनों भागों को एकत्र रखने पर प्राप्त नया भाग 

4. प्र 
उस वस्तु का रा ग्र्थात्‌ प्र है । 

व्यापक रूप में, अब मान लीजिए कि हमारे पास 

किसी वस्तु का «/? 
और 

उसी वस्तु का ०/४ भी है । 

इस वस्तु को झायताकार क्षेत्र माना जा, सकता है। हम इन दोनों भागों को एकत्र रखते से 
प्राप्त नए भाग का वर्शान करता चाहते हैं। 

जेसा कि पहले देखा जा चुका है 


वस्तु का ---- वस्तु का - 
है ४ हान्क तरल का 
श्रौर 
6 
वस्तु का-हु तर वस्तु का ऊठ* 


ग्रत: हम देखते हैं कि दिए हुए दो भागों का वर्णा्त वस्तु के >+झ और >> द्वारा किया जा 


सकता है । स्पष्ठतया एकत्रित दोनों भाग 
दे -|- 06 


वस्त्‌ का 
डे ण्ध 





बनते हैं । 
किसी बस्तु फे भाग का भाग 


एक. रुपए को लीजिए । इसमें 00 पैसे होते हैं। 
भ्रब 


रुपए के डे के पृ 
का विचार कीजिए । 


]6 बीजगणितल 
5 । गो है हे 
रुपए का होता है 60 पैसे और ४0 पंसों कान होता है 0 पैसे, जो कि रुपए का 


6 हैं। इस प्रकार 


] 2 कि कला 2 
88 के 0 ऑल्कफए जो जात का का. 


व्यापक रूप भें, हम 
0 
हर लेते हैं, किसी श्रायताकार क्षेत्र के -हु का. 


निशचचय ही समस्या.दिए हुए आ्रायताकार क्षेत्र के ०/6 को ? भागों में बाँठने और उमसें से ० 


लेने की है । 
ञ्र्ब | 
क्षेत्र का पु ताकत क्का पा 
और इस प्रकार क्षेत्र का 6/४ लेने के लिए हम उसके ४० बराबर भागों में से, जिनमें दिया हुआ्ना क्षेत्र बँढा 
हुआ माता जा रहा है, 0० ले सकते हैं । 


पुनः हम क्षेत्र के हा को £ बराबर भागों में बाँटते हैं | इस प्रकार प्रत्येक भाग, तिश्चय ही 


८ 
क्षेत्र का कटा है। 
स्पष्टतः ऐसे ७ भागों में 
क्षेत्र का प+ होगा । 
ग्रत: निम्नलिखित परिणाम प्राप्त होता हैं। ेफ 
॥/॥ ९ च्ट 
“हभयताकार क्षेत्र के हि का उसी क्षेत्र का हर 


उदाहरणार्थ, साथ के चित्र में छागित 
क्षेत्र ॒ 
2, 8 
पु है, भायताकार क्षेत्र केफ् की 
झोर स्पष्टतया यह उतना ही है जितना कि 
49८86 
थे><7 





क्षेत्र का 
अर्थात्‌ 0/9. 
किसी वस्तु के भागों की तुलना 
मान लीजिए कि हमारे पास 


भित्त ह ५ 


3 
(०) रुपए का पु और (४४) रुपए का पर है । 


इन दोनों में से कौत-सा रुपए का बड़ा भाग है ? 


श्रब॒ रुपए का _2. उतना ही है जितना कि रुपए का -उन्‍)- इसलिए हम देखते हैं कि दो भागों 


3 


3 
ह्ब्ड़ा है । 


(४) और (४४) में से, रुपए का न 


व्यापक रूप में 


४) किसी आयताकार क्षेत्र का --भौर (४४) उसी क्षेत्र का - लीजिए 


अब आयताकार क्षेत्र का हु उतना ही है जितना कि उस क्षेत्र का प्र 
८ ५ छट 
ओर आयताकार क्षेत्र का त्वरृउतना ही है जितना कि उस क्षेत्र का जल 


अतः हम देखते हैं कि 
५ द् श [४] 
प्रायताकार क्षेत्र का बड़ा है उसी क्षेत्र के -+ से 


तब भौर तभी जब दर >> 00, 
यदि « अधिक हो 2 से तो किसी चस्तु के 6/9 का अ्रथे 


ग्रब॒ तक हमने किसी वस्तु के 6/४ के श्र्थ का विचार ०<४ होने पर ही किया हैं । श्रव हम 
देखेंगे कि इसी धारणा को 7७ होने पर क्या अर्थ दिया जा सकता है । 


विचारों के स्थिरीकरण के लिए डबलरोटी का ]2/8 लीजिए । स्पष्ठतया डबलरोटी के दस- 
पंचमांश का अर्थ दो पूरी डबलरोटियाँ हैं। इस प्रकार डबल रोटी के बारह-पंचमाँश उस डबलरोटी के 
वो-पंचमांश सहित दो पूरी डबलरोटियों के तुल्य हैं | श्रत: 





कहने के स्थान पर हम 


डबलरोटी का 2 22 


हि] 


भी कह सकते हैं 
पुनः फिसी वस्तु का «/१ लीजिए, जहाँ & >> 8 
मान लीजिए कि ७ को 8 से भाग देते पर भागफल ० और शेष » प्राप्त होते हैं । 


इस प्रकार 
&-- 204 -- /, #<: 8, 


8 बीजगणित 
गहाँ हम यह मान रहे हैं कि / खण्ड नहीं है « का । 
भ्रतः 
७&5-5१0--१* 
होने पर किसी वस्तु का 6/१ उतना ही होता है जितना कि उस वस्तु के 8 बराबर भागों में से » भाग 
सहित 4 पूरी वस्तुएँ लेकर होता है । 
एक विशेष उदाहरण के रूप में, 


१8 3, 
रुपए का --+ रुपए का 2-... 
ह 5 


स+2 रुपए और 60 पैसे । 
किन्तु यदि ०># भर 9 खण्ड हो & का तो 9 एक ऐसी संख्या होगी जिसके लिए 
| क््ज्य्ट 9५ 
प्रौर इसलिए किसी वस्तु का ०/९ बराबर होगा ४ पूरी वस्तुझों के । 


उदाहरणार्थ, डबलरोटी -का दे बराबर है चार डबलरोटियों के । यह भी ध्यान देने योग्य 


है कि ४-१ होने पर किसी वस्तु का ७/१ रवये वस्तु का ही सूचक होता है, जैसे डबलरोटी का 3/8 
पूरी डबलरोटी का ही सूचक है । 


प्राप्त परिणामों का संक्तेष 

कोई ऐसी वस्तु लीजिए जो कितने ही बराबर भागों में बँट सकती हो । हम इस वस्तु को ब' 
से व्यक्त करते हैं | विचारों के स्थिरीकरण के लिए '४' को कोई लंबाई मान लेते हैं । 

तब निम्नलिखित परिणाम प्राप्त होते हैं । 


।. 


5 


कट 6 
बदका --ज-|-वर्का -.- 
9 





क 
तब श्रौर तभी जब धर 096. 

॥॥॥8 व्‌्का फु भर व का हे दोनों मिलकर 

6६ --96 है 

वका । 
के बनाते हैं 

गा, 2 द्वके(_ का व का 

पा हक 
9. 


वका ञ बड़ा है 4 के हि से, तब और तभी जब ८8:>80. 


अभ्युक्ति--अ्रध्याय के इस भाग में वस्तुओं के भागों से संबद्ध विचारों की रूपरेखा दी गई है । 
ये विचार हमें भिन्‍नों के समुच्चय की अमूर्त परिभाषा देने में समर्थ बनाते हैं। इस नए समुख्चय में हम 
मोग और गुणुन्त के दो संयोजनों तथा क्रम संबंध की परिभाषा देने की स्थिति में भी हो गए हैं। ठोस 
अनुभव द्वारा प्राप्त परिणामों का उपयोग, अरब असूते परिभाषाओं के प्रेरक सुझावों के रूप में करेंगे । 


भिन्न ]9 


ग्रत: अब हम वस्तुओं के भागों के ठोस अनुभव के झाधार पर असृर्त संसार में प्रवेश करेंगे । 
स्थिति ठीक उसी प्रकार की है जैसी ठोस बस्तुओं 
) सेब, 2 सेब, 38 सेब, 4 सेब, इत्यादि 
के स्थान पर संख्याओ्रों 


हि 0] 8 
को लेने पर होती है । 
22. भिन्‍तनों का समुच्चय 
प्रतीर्कों 
हि 
छू 
के शमुचूचम को, जहाँ ७,० कोई घन-संख्याएँ हैं, मिन्‍नों का समुच्चय कहते हैं औए इसे # दर व्यक्षत करते हैं । 
स्पष्टत: सभी 


2 7 378 & 4 78 
3' वा हुक 7 
समुच्चय 7? के श्रंग हैं । 

/ का प्रत्येक अंग भिन्‍न कहलाता है । श्रतः 


एन : &€ (ष, धर: 


धन-संख्या ७ तथा घन-संख्या 6 भिन्‍न 
((/ 
! 


के क्रमशः अंश तथा हर कहलाते हैं । 
हम हि के स्थान पर 6/० भी लिखते हैं । 


मिन्‍नों की समता 


॥4/] ः 
छवि 
कोई दो भिन्‍न लीजिए । 
यदि .. हक 5500 
तो हम कहते हैं कि दोनों भिन्न बराबर हैं । 
गौर हम 
(//] हक छ 
9 ब्ि 


लिखते हैं । 


420 


बीजगणित 

श्रतः 

(348 5 <+ दर --- 9 6 

98 - द्व द 
उदाहरणार्थं, हम वेखते हैं कि 

_ __ 0 बयोंकि 49८ 9--0)८6 

6 9 

2 क्योंकि 8 ५ 4-58 9८ 3 

8. 4 
हम देखते हैं कि यदि 

रा और £ &7५ 

५ क्ष दा ं 

>.. >5-... वेयोंकि' & (9/8)5-०9 (८४४). 

तो. [तन क्‍योंकि ० (80) 5-8 (व) 


साथ ही यदि # कोई समापवर्तक हो & और 2 का, श्रर्थात्‌ ७, ? दोनों विभाज्य हों # से, भ्रौर कक, 
8--# धन-संख्याएँ हों, तो 

6 न 

9---/# रे 





ध् बन 
ह्त 
वास्तव में 
(७-- #)#ल्‍०७, (9--#)#-८४ 
अतः किसी भिन्‍न के अंश और हर को एक ही धन-संख्या से गुणा करने पर भअ्रथवा इनके 
किसी समापवर्तंक से भाग देने पर प्राप्त भिन्‍म, दिए हुए भिन्‍न के बराबर होता है । 
उदाहरणार्थ, 
]2 __]2-:-8_ & 
6 8-४ हू 
फिनों का लघुतम रूप 


यद्दि किसी भिन्‍न के श्रंश श्रौर हर का ) के श्रतिरिक्त कोई श्रौर समापवर्तक न हो श्रर्थात्‌ यदि 
मे दोनों श्रसहभाज्य हों तो भिन्‍त प्रपने लघुतम रूप में कहलाता है । 


यर्दि 
फ 
हु 
कोई भिन्‍म हो तो , 
ए 
व 
अपने लघुतम रूप में एक ऐसा भिन्‍न होगा कि 
& क 


ढ्ड 


भिन्न 88] 
बास्‍्तव में यदि धन-संख्यात्रों 8, ७ का महत्तम समापवतंक & हो तो 
७ न+ /६ 
8 --॥# 
श्रपने लघुतम रूप में एक ऐसा भिन्‍न होगा जो दिए हुए भिन्‍न 
(८ 


ः /] 
के बराबर है । 


भिन्‍न का सरलीकरणा 


हम कहते है कि कोई सिन्‍त ८/७ किसी भिन्‍त ४८/० से सरल है यदि 
6 & 


दर 8 । 
प्रौर 6, 6 को इनके किसी समापव्तंक से भाग देने पर ८, ४ प्राप्त हुए हों । 


प्रदनावली 
], निम्नलिखित भिन्‍नों को इनके लघुतम रूप में लिखिए : 
. 80 ..... 282 
5 (0४७४४ 2४98) ++-+--- 
( | 450 ( ) 485 ( 896 
(४०) 908/402 (०) 492/8200 (४४) 7860/244 
48 »९ ६  849८4029 . ,.. 289 
(०४४) 5 9८ 48 ९ 80 (०0) 4 ८ _84 2 402 (धन) 289 >( 842 
26 ४ 2 %६ 48 830 »< »00 420 »< 860 
४. निम्नलिखित में से कौन से सत्य कथन हैं ? 
दि १2 28 ४० 89: ?, ४ 
प्रा ऑन कजिालआआनत-, ४४%) ---...- प+ -+- 
४)न6 *पह 07 « हक आओ कक, 
38. तिम्नलिखित को सत्य कथन बनाते के लिए खाली स्थानों में बन॑-संख्याएँ रखिए। 
बढ 42 5) 5 धज4४ कर १ 4.2 9 
(०) हा ते __ (थ) हज ज (७88) 60 7 शक 
4, निम्नलिखित को सरल कीजिए; यहाँ वर्ण धन-संख्याश्रों के सूचक हैं । 
(४) 7४/+29 (8) «४/५ी (४४) 38%॥7/00%7 
(४०) ४११ छिश्मी (०) ४४ थी (०१) 406097%/20क% 
(४४) ]266%7/2647678.. (७४४) 886%0१/576४0४०. (४४) 84670 / 9567 
8. निम्नलिखित को सरल कीजिए ; यहाँ वर्ण धन-संख्या्ों के सूचक हैं । 


३ 8-४ १. अनुवाद &४7-०4०8 7 
(४) ४-०७ (४) 298 -- 92822 3 ) 399 -- 09 
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26%--4500 

482% -+-9009 
8622 -- 4098 

7४--99 है 


(७) 
(७४४) 


के बराबर ऐसे सभी भिन्‍त निकालिए जिनके हर 800 से अ्रधिक और 880 से कम हों। 


492 
, , 7--4% दी -- 3 
(छ) “5 जिस, 
है 0%7--96 
(४४) 266--440 -(-8606 
ह766-+ 28860 -- 8646 
6, 4॥ 
ए्‌; 65/7 


के बराबर ऐसे सभी भिन्‍त लिखिए जिनके अंश और हुर के घोगफल 


98, 40, 68 
हों । 
8. परिभाषा द्वारा सिद्ध कीजिए कि 





न्‍ 
७ 


योर लिन कक 0 स्त 
9 ्द् ढ.. / 
(४ ४] 
कु व! 
मिर्मों का बेगफल 
परिभाषा 
कोई दो भिन्‍न -रि 
क 
हि बे 
लीजिए । परिभाषा के अमुसार 
(22 का 
हु 
हम कहते हैं कि भिन्‍न 
86-9० 
का 
भिन्न 
छ 6 
का हे 
का योगफल है । 
टिप्पणी--सबसे पहले हमें यह तिश्वय करना होगा कि यदि 
र्् 
का हा 
कोई दो ऐसे भिन्‍न हों, जिनके लिए 
|| बढ छ 
का 9! 


६२५ | अ 


पक न 


सभिन्‍्नत 


तो 


भी होगा । 





इसका श्रर्थ यह हुआ कि दिए हुए दो भिन्‍नों का योगफल उनके बराबर किन्‍्हीं दूसरे दो भिन्‍नों 
के योगफल के बराबर होता है । हम पहले एक विशेष उबाहरण लेते हैं। 


दो भिन्‍न 


लीजिए । अब 


साथ ही 


और 


यह सरलतापूर्वक देखा जा सकता है कि 





$& 3 _428--3><6_ 88 
9 हे ह-5.. 830- 


3_9 


6 मु का हा 


८ 22248 --3>९9__ 87 


जननन अभय ७ कक 


इसी बात को श्रब हम व्यापक रूप में लेते हैं । 


परिभाषा के अनुसार 


साथ ही 


हमें यह सिद्ध करना है कि 


ईद छऋ$ 45 
38 __87 
80 46 
कक्ष 6 _#प्--9० 
है 320 दा कु 
ढक, ०. 6७6 -- 0०५ 
7 5 
दा (४4 कि + 
ज___ वका5+-- >> ५ 95-90 
छा | 
4 
0 5! 
दर चर 


ध्व-- 09०_ «हि -- 06 
0 हि पे मात 9 हि र्ध १ 
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ग्रब 
ब्बं--86__ ०4 -- ०6 
्ट शक 
<... (46--80) 86 --(०/४--४/०१४6 
जे 48 ब4' --०4 ४४ >्+4 046 -|- 6667", 
साथ ही ह पा 


क9 ०-०७ -> 60 दिए -- 6 96 
84-66 + ०४ ३४ --०८०४४*, 


ग्रौर इन दोनों के फलस्वरूप 
3० ०४ ०७/ -।- ८६ ७/ --७ ४6६ -- ०0४४, 


अतः 
/ / 


मी कि 
प्रइनावलीं 
. निम्नलिखित योगफल निकालिए । ह 
0 2220 2 4 2 
(४) का गज (४) है द्ठ 
(#/) है 5 (४) मा 


2. निम्नलिखित योगफल निकालिए । 


() जड़) (४) ( छ) 
(#) [छत ज) 0 [ज7३)/ 


8, सिद्ध कीजिए कि 











कर 6 __#न-० 
हज लक सर 
# ५ | ० _600--00_ (७--०)0__०--० 
कप टच पते हर । 


फिन्‍्नों के समुच्चय में योग-संयोजन के नियम 

हम यह सिद्ध करने जा रहे हैं कि # में योग संयोजन की क़म-विनिरमेयता शौर सहचारिता 
दोनों होती हैं! 

प्रसेय--मिन्‍्नों के सम्ुुच्चय में योग संगोजन की क्रम-विनिरभेयता हं'ती है । श्रर्थात 


(// & & फ् कट 0 
->-ाजजसा-+> न 5 हे -+-. >> 
0 । दे र्फ ि 0 हे 


भिन्‍्न 





]95 
झउपप्क्ति 
अन्न 
_& __ ०६ 
9. एव 
ह/] __896 
हे. हद ७ 
620 706: 00:56 
छठे... छंद | 


__96 | बढ __ 6 6 
है 7 य जायत कं पक 
यह ध्यान देने योग्प है कि ४ में योग की क्रम-विभनिमेयता सिद्ध करने के लिए हमने | में योग 
की क्रम-विनिर्मेयता का उपयोग किया है । 


प्रसेय--मिन्‍नों के सझुब्चय में येए् संयोजन की सहस्चारिता होती है । प्र्थात्‌ 


छ 6 आ* & 
(ह57/#)/ 6 ] रा 


झपप॒र्टि! 
श्रब 
6 __पढहु ० ० € _ 0 
हा हब! ह ढक ' 7 पद 
साथ ही 
कह/5-००/>-०/०० ; 9, 6, / ६, 
अतः ४ 
& | 6 € ८६ -- 8७ 
(<&+#&) ग््ड हक है 
बगा--96/ |, ९७० 
.. छंद कक 
__ (५०/-- 0८/)-- «०० 
्ह ष्दा 
__५०6/-- (९<--८००) ' 
हे छठ 


कला, 29-७८ 
ष्ढ्ा ष्दा 
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__6 | ९०४ 
ष्ा गे रण 

(4 2 (2 
न-+ (पर का ] ;क्‍ 


यह ध्याम देने योग्य है कि ऊपर हमने धन-संझुयाओ्रों के समुच्चय में योग और गुणन के क्रम-विनिर्मेय, 
साहुचर्य और वितरण नियमों का अयोग किया है। 





टिप्पणी -- धन-संड्याक्रों के समुच्चय में योग के अपवर्तेन नियम की भाँति भिन्‍नों के समुच्चय में 
भी थोग का श्पवर्तन निभभ होता है। समुच्चय #' में इस अपवतैन नियम का उल्लेख 
और उसकी उपपत्ति इस सम्ुच्चय में 'अधिक है'''से! संबंध की परिभाष के बाद 
करेंगे | 


मिन्‍मों का गुशनफल मान लीजिए कि 


क ०० छ 
न को छ्‌ 
परिभाषा 
कट (»] छ्ट 
हम 0 कद 
लिखते हैं और भिन्न ध 
्ट 
हद 
को भिन्‍मों 
४ /, ९ 
॥ 
का गुणनफल कहते हैं । हम 
(८4 (2 कट 
8 बचे. हक 
श्रथवा केवल ह 
(4/] (&॥ ५2 
कक, - पु 
भी लिख सकते हैं । 


टविप्पणी--#' में योग संयोजन के प्रसंग की भाँति, हम #' में गुशान संयोजन के लिए भी सिद्ध 
करेंगे कि 
७ 6 


ऊ 


हि 


ने 


प्/|8 


&__७ 


० ले 


ग 


6 
छः 


ध्ज० 
॥,%० पु 


भिन्‍्त 


१27 


श्र्थातु बराबर भिन्‍नों से प्रतिस्थापित करने पर भी दिए हुए भिन्‍नों का गुणनफल नहीं बदलता । 


अब 


ग्रौर इनके फलस्वस्कप 


पुन! 


और 


शर्त: 


(68) ८) -< (60) (०६) 


है रे हक 3 
कट ध छढ छः 





छा का एका! 79 


€& छठ 


रे हदें 


कर मं, 
हुप 5 (०८) (७०) -- (७०) (७/6/) 


<> (००)(०८७)-- (००७ )(८6/) 





प्रदनावली 


. भिन्‍नों के निम्नलिखित गुणनफल निकालिए । 


0) कक 


(४४४) कि ऋ.-- 


(५) बुर (तर 


(०४) दर >< (दर 2८ का (०४४) (जे ८ का 


5९ 2 
(४४) पक 7 च्ु 
तल प 
(2४) छटॉद्व 


9 6 9 
9६ --- ) (०४) ( ८ न भर गा 


80 ॥ 


प्र 


2. निम्नलिखित का परिकलन कीजिए । 


0) 4 (+ 
(४४४) नव य (्च 


9 


5). ७ िकई 
। 


28 


बीजगरित 


3. भिन्‍नों के निम्नलिखित गुशतफल तिकालिए और उन्हें सरल कीजिए, यहाँ वर्ण 


धन-संख्याश्रों के सूचक हैं ! 
































3 26 ,98 05० 0 
00 हु का ० 
७.» पे 4. , ५ 86% 4085 
पक 0: (2) द् 
(७) पे 2< ही मय 
8270१ हर . 9४200 |, 2908 
(2 के कक ५4 अल प 
,.. 30607 4096. , 866 360# _, 49%6 ) 666 
2५ 2++ 5, 
(५४४) हु को ह डर (७४ नई कल अल 2 
(&ण) 5%0/2 कर 927 ] कस क्र पा) का ॥प्ढ 
2720 हक़ 729 528 9 
३ 6१9 9 + 74४ ) 
9१) --. %€ ८ 
५. १8 दे ( ) हक़ 
4. सिद्ध कीजिए कि 
का ॥॥ 6 क् 
पल की लग रह 
२: 56 5 07: . क 
88) --- 2 --- ८5 -- ->ध कर 
8) 9. 6 | 337 ्े 
ह में गुणुन संयोजन के नियम 
प्रमेथ. # में गुएन संयोजन की क्रम-विनिमेयता होती है । 
मान लीजिए कि 
ह 6 
> कर उ ए 
6 
4 , 6०0 __७6 
9 चर छ्ढ 
व्ढ_6+>6 
पर ३0 कई 
श्रतः 
8 ...6 56, 6 6. ८ 
+ कै पे -5 स्ल््ड >> -- ६ 
कक 2 


इतः परिणाम । 


भिन्न ]99 


प्रमेध--भिन्‍्तों के समुच्चय में गुसन-संयोजन की सहचारिता होती है । 
उपपत्ति 
मान लीजिए कि 


ख्र्ब 


इस भकार 


इंत: परिणाम । 
भिन्न दि का गुणुन-निसम्‌ 
प्रमेय 
५८ जा ध्आ, 


टिप्पणी-- ऊपर सिद्ध किए गए नियम के कारण, भिन्‍म पे को गुणन-तत्समक कहा जाता है । 


हम इसे एक क-ग्रवयव कहेंगे । 
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भिन्‍न का व्युत्कस 
प्रभेय--प्रत्येक भिन्‍न 


8 
के अनुरूप एक भिन्‍न 
| 
ह 
होता है जिसके लिए 
हर | 9 _॥१ 
छह 7 ' 


इस नियम के भ्राधार पर, हम कहते हैं कि का भिन्न गज का गुणन प्रतिलोम है। हम 


जे क्रो न का व्युस्क़म भी बहेंगे । भिसुन्देह्‌ हर भी-- का व्युत्क्रम है । 
श्रतः दो भिन्‍तों में से प्रत्येक, दूसरे का व्युत्कम होता है यदि एक का श्रंश दूसरे का हर हो 
क्रौर विलोमत: भी । उदाहरणार्थ, 
का व्युत्कम 7 है, 
हर ष 
का ग्युत्क्म मी है । 
तु डर 
ह' में विभाजन 


श्रव हम भिन्‍तों के भ्रध्ययत्त को आवश्यकता से संबद्ध पहले रखे गए विचारों की पुष्टि करने 
की स्थिति में हैं। यह सिद्ध किया जा सकता है कि : 


किन्‍्हीं दो भिन्‍नों 
| & 
कद 

के लिए एक ऐसा भिन्‍म ह 
564 
रर 

विद्यमान है जिसके लिए 

ह 20 कर मम 2 

8. ०7/ हे 

स्पष्टतः धर 
८ __ 66 
 ढढे 


पर्याप्त है क्योंकि 


भिन्न 


]8 
6. 96__ 606 
के ढी.. हेहदी 
(00) 749 __ ० 
(००८)-स-क0... # है 
ह्द्म 
6 _85. 
फाइाफ़ 


लिखते हैं प्रौर कहते हैं कि को जा से भाग देने परत प्राप्त होता है । स्पष्टतः 


86, 4 _ 896 


है 9. छह * 
श्रब 


एे 
०४ + 

स्ि 
एज 
ए्यड 


बाड़ का: कक 


इसलिए द् कोजु- से भाग देने के लिए, हम-क कोजु- के व्युल्क्रम हर से गुणा करते हैं। 


उदाहरणाशर्थे 
2.9 2 8 _ 70 
3 6 8 दछ्ञा व 
7 .78 _ 7 448 _84 9 
8 वडद्वन 8' डे 304 9 
हम कई बार 
8 (4 
हे 9 
के स्थान पर 
हद 
6 /6 
| जया“ 
6 / हे 
9 
भी लिखते हैं । 


अत: भिन्‍मों के समुच्चय ४' के प्रसंग में, हृत्तका प्रत्येक अंग इसके किप्ती भा अंग से विभाज्य 
है ! ४ को ' द्वारा प्रतिस्थापित करने पर यह कथन सत्य नहीं रहता । 
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प्रशनाव ली 


. यदि वर्ण धन-संख्याञ्रों के सूचक हों तो निम्नलिखित भिन्तों के व्युत्कम दीजिए । 
प्‌ 22 


हि 2६6 2) ४४३ 

(४) ् (४) 5: (४४) ड्रग 
४ श्र प्र है 
8 0 


४ आल 
(५४) (०४४४) का (४) न 
2. यदि वर्ण धन-संख्याश्रों के सूचक हों तो निम्नलिखित को सरल कीजिए । 


96290. .. 860$ जज. प्रककी. |. उशफ 
(४) नस पक हर ४४) करा. कई 
4679 4660 59079 9॥2%, 








७. 4879 , 299 ५ 5560 , 76 
ओम आर कक 
66  . 26 है 4... 329 
00 न अल 
00) च् हर (०४) हे हर 


बिंतरण नियम : भिन्‍्नों के समुच्चय में गुएन योग को वितरित करता है । 


हम सिद्ध करेंगे कि 
) हट व है 
( 8 6 8 7 


भिन्न 98 


प्रदनावली 


यदि वर्णा धन-संख्याश्रों के सूचक हों तो निम्तलिखित को दो विधियों द्वारा सरल 
कीजिए । ; 


. थे ०७ | ५ 60 ( ३ 7 
(0) हा (&/<]) (४) 55 
22० 9 6 
(0) कक 75). (४) (छा £) (फ ्ओ 
28. भिन्‍तों के समुच्चय में क्रम-संबंध 
' भात लीजिए कि 


(//] ॥४] 
हा दि 
कोई दो भिन्‍न हैं । 
हम पहले देख चुके हैं कि 
फ् 6 
कक सगे. 4६ -- 86 


ग्रब हम शिन्‍मों के समुच्चय 7 में 
अधिक है'' 'से' 
संबंध की परिभाषा देंगे । 


परिभाषा 
हम कहते हैं कि 
९ (४4 6 
हा अधिक है. का से 


यदि 96 >> 096 
और प्रतीक रूप में 


लिखते हैं । 
अतः परिभाषा के अतुसारं 


कं फ् है४४8 <> 66 १> 090, 
॥/।| १4 


साथ ही यदि गण प्रधिक हो ज से, तो हम कहते हैं कि प्र स्यून है पृ से, और इसे इस प्रय 
लिखते हैं : 
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/४] ्््‌ फ 
बह 
अतः 
5:02 2326. 
जालना्नलप' 
प्रतीक 2,७६६, ह 
यदि जु । धर कोई दो ऐसे भिन्‍त हों, जिनके लिए 
(4 €& (/॥ [४] 


-० 7-८ या --5+४-- 
कि, , 
तो हम 


[4] € 


कह 
लिखते हैं भौर इसे इस प्रकार पढ़ते हैं : 
है] 6 6 ' 
_- अधिक है-- से या बराबर है-- के । 
9 दै हर] ढ्' 


ठीक इसी भाँति 
(//॥ (४ 
हा चल <+ ४६ ६८06, 


उदाहरणारथ् ' ड़ 
सं 2 कह 2 
० पी >> लि 8 कर: 
० 2 कक 
58. 8 ; 
0४) -- >-.. 
(४४४) न हे 


त्तो 


ञ स्त्स र्ः <4<+ 60 ८--०७४ , पर स्ल्5 हा <> ८6-66 
9) 


भिन्न 


और 


हक 2 न क्त क्वें >> 96. 
9 रथ 


हमें यह सिद्ध करता है कि 
्ावि > 9०, 
इसके लिए हम सिद्ध करते हैं कि ४०-८0 ८ और ४(४/4:0/०/, 
अब 
बे >> 00, ४-8० + (१४) (8०)-(४८) (४०) 


हें >> 0०, 9० >०6/ (५७) (४०) > (४०) (४४), 


साथ ही 60-68, 66-०८ > (६6) (0० )--(००) (&७/). 
गतः ४०-0०, 
श्रौर इसका तुल्य रूप 
3 १4 
(44 [८] 
>> हे. 
पर श््ट रत है 
प्रश्नावली 
प्रश्न चिन्ह (?) को उपयुक्त चिह्न >,< याऋ द्वारा प्रतिस्थापित कीजिए । 
20044 शिव गो .... 8 39 4 
५ -- है, न्न्+ >> ? लज++ 8) -- ? स्न्व्ल्दँ 
6 2 0 अक 
हर 6 कप 
86. 54 5 30. 48 
९७-78 मी 25 8, -है% श 58 
90; अर मल्टी अटल ही न>क 7 त्दो।->5 
(०) 4. 8 (४) 4. 6 8 6 
8: 9 0 गा  ग, 
हल 3 हैँ 25 १० 23] ? पर है 22 
४ जा । (१) क 6 7 6 
09 शोक 358 बम 
छुह शा 5 8 श' 8 
8 09 8 है 5 पर 8] 
$ ४-० | पक पी 7 हाल 
(5) कक 8 (झ) प्र 6 8 9 
54 38 05 हि 562 0. 7 
0 7 8 700 हक दि, नी मे हि 
कु 2 8 7 (४४) 8“ जे हू 56 
3 8 ,79 0844 कफ गा 
2) ० हर 2-० की आज न 
। 8 2] है) [8 . 8 28: 9 


85 
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9, 3 92 8,898 , 5 
8 20802 2702 
4 (४) का (४४) लक आज गज 
प 8 है । 5 | छे ॥] 
पा हि 9 बआकी ह ७ रिद १ कट 2 नरक 
। 7 65 (४४)  प ह ः पृ 
32 , 4 ५ 8 8 ,4 , 8 
32 9 24 शी आम 
(0). नह + बह ५4५ का का, 
2 कै 9 /9 9] 5 
5 455 जा 2 
(०) ठप 8) न के गई को. प 
... ॥2 , 8 . . ]9 , ] /2 8) , 8 
7 आम आओ न मत 5 तक 
(७) एक 0 पड कह | मद ] छठ 
व छ्ु 
0 आज 2324 मा 8 ढ़) हे 
कर. 59 छ. 2 39/ ॥98 


6. भिन्‍्मों के निम्नलिखित सात समुच्चयों को भ्रारोही ओर अवरोही क्रमों में विन्यस्त 
कीजिए । (भिन्‍नों के किसी सांत समुच्चय को भ्रारोही क्रम में विन्यस्त तब माता जाता है जब इस 
विन्यास में प्रत्येक भिन्‍न के बाद इससे बड़ा भिन्‍न भ्राएं। श्रवरोही क्रम में भी विन्यास की परिभाषा इसी 
प्रकार होती है ।) 


नस संबंध अधिक है--से' के नियम 
तिधिकल्प तवियम -- किन्‍्हीं दो भिन्‍नों 
(/ [८] 
का हे 
के लिए निम्नलिखित तीन विकल्पों में से एक भ्ौर केवल एक ही होता है : 
(४) -+कऋ- 
6 


| कक (८4 & 45 & (//] 
पु (#) फ् कट द् (8४) तल हिट न 


भिन्न ]87 


उप्प्न्लि 
22 जा हट) द> 46 +5 06 
9 दर 
358 >> मै > दें 7>06 
॥/ है 


हल >> 2 <->90>दद . 
चर 
साथ ही ७, ?, ०, क्के घन-संख्याएँ होने से निम्नलिखित तीन विकल्पों में से एक और केवल एक ही 
होगा । 
(४) ८-8० (४४) 6 >> 9८ (४४४) 9० >> क्वं, 
इत: परिणाम । 
संबंध की संक्रामकता 








प्रमेय 
6 ८ € छः रथ 
हा आज और -- >->_ले--> 
/। ( ह है 9 है 
उपप्ल्ति 
५० __ ७४ 6__५%/ 6 ९06 
ह 86/ ' 6 क४ह्ह '/ हएंका 
अन्न 
न 3 तन 202 >> 85844 सन्कर्द[>> ९० 
| | 06! ०्वा 
वीक किम शा >> _ध््व न्नैकी्> ध्व . 
बं | एव हद 
पुनः 
667० ०0/ और 60/ >>०06 -> ६४/ >> ७0६ 
श्रौर 


ढ6[ > ०१४ >> >> 06 ब> ज 2 का थ 
इतः परिणाम । 


थोण-संयोजन के साथ अधिक है'' से! संबंध की संगति | योग का अपवतेन नियम 


कर 


प्रसय 
] 0 ह॥ ट] 6 6 
20५ कम कर गम +- पक -> नो वन ३-८ 
| ढ़ री ध अर है॥ 
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पहले हम यह सिद्ध करेंगे कि 
उपर्षत्ति 


श्रब कं 

आम 5 
0. है. 88/ कक 
नर कर >०० 

ने हर्वी ००० ००३/-- ००० 

हु ढ्दा +-९०6 5 6००/--०४४ 

हवा 9व/ 
वर्धा एक व, कद 
* पक्ष हि कक 


& 








(4॥ 8 (/॥ 
ि  मक अ-आक 
न | प नः 


है; ४ 

विलोमत: हम सिद्ध करेंगे कि 

(4 & € (८ [4] ८] 

हाफ >> हक सटे के 
उपर्षत्ति--यह दिया हुआ है कि 

॥/] ९ |] 6 
प्रब 

9 छ 4 8 छः रा 

४ 20242 7042 20 70 46 

हल आर । हि । कं हु है; 


त्रिविकल्प तियम के फ़लस्वरूप, यह सिद्ध हुआ कि 
छः €& € €& (४4 छ 
----- ०७ --- -> है -- ० -<-. 
हा / द्व ईद 
इतः परिणाम । 


भिन्न 


शुणन-संयोजन के साथ “अधिक है--से' संबंध कौ संगति | गुणन का अपवर्तन नियम 


इपप्रभेष 
(४ लिये (8 <+ (//] 
छह ह9 
प्रमेष 
8 6 2 
(| 
पहले हम सिद्ध करते हैं कि 
& >> 2 की ८ 
8 हू 8 
जप्प्ल्ति 


कक के ८ 
( 0 


& 2 €& 


+-+5-++ 


बज ही 


८2 2 (2 
0 हा 5 
& >> ॥# (८ 
/ ढू 7 


हि >> 2 स्न्क्व 796 
॥॥ रथ 





+ (०4) (4) > (००) (५/) 
+ (44) (४) >> (०४; (४) 
न> (४४)(७/) >> (०५) (४/) 
न 3-2 
० रा 
25 38 707५ 
8. / 6 7 
अब हम इसका विलोम श्रर्थात्‌ 
0 शक पी  चदटपओज 
हि 9. 7 हू. व7/ 0४४ 6० 
सिद्ध करेंगे । 
उपपक्ति--यह दिया हुआ है कि 
2 न 8 
॥ है 
अब ' 
(४॥] हक 2 >> टू ह 2. ४] | 2 
७. 6 090 / 6 / 
0 >> (//] ७6 6 (& 6 
हैः 3 आज आय 3 जे कद 
(४ € च्ट्‌ 3] €& 


40 


बीजगशित 
ब्र्तः 
5 व 8 325 रच 2 225 00, 
! है ह्‌ 2। हि 
उपप्रभेय | 
(6 ट 4६ हट ९ छः 
ज+-+ अ+ --> ही २ «  ++च्ा-->- « आऔा- » 
॥/॥ ध्र है ः द् है 
क्रम संबंध के प्रयोग के बिना भी यह परिणाम सिद्ध किया जा सकता था। वास्तव में 
2 कम 2, की / 82 की पा  ः श 
0 | 7 7 (०8 ठ रच / 8 
9: है ् 6 ( €& है॥ ) 
8५7 ६४ १ आम 
ह] ॥॥ 6 ॥ 4 
द््ख ---- आर हु.-.०---- अप म कली 
॥॥। ! 2 है 
(८/॥ [४] 
से -.". ८८५८ -...0 
9 2 
24 व्यवक्लन 
प्रमेष---किन्हीं दो फिन्‍मों 
(6॥ & 
9 व 
के लिए यदि हि 
१ 6 
0 दे 
तो एक और केवल एक ही ऐसा भिन्न 
& 
वित्मान है इसके लिए 
(//] ॥&] ।८]| 
आए 5 ६ 
उपर्पत्ति 
पर्व 2 >_- 7 >०0:80. 
9 पे 
पुनः 


दक>89० -> तु० € जिसके लिए 
8६--096 नै>४ 


भिम्त 





4] 
कप __00--2 
ढ़... 
6 _ 96 , & 
छ.. 56. 66 
(6॥ € (१/] 
है आर 7259 


अतः अ्रपेक्षित भित्त ४/ (8४) है.। 
निश्चय ही ४ृ55०७--००८ और इसलिए अपेक्षित भिन्‍न 


छधे -- 96 





छा है ; 
श्रब हम इसकी शअ्वितीयता सिद्ध करेंगे । 
यद्दि संभव हो तो मान लीजिए कि , 
(2 ॥४॥| 
 . 
दो ऐसे भिन्‍न हैं जिनके लिए 
०९५०9 ०८ 
हक का अ क 
तब 
6 6४०८ ,०८ ८६ ४ 
हा हो प् ननज्नं का: 
ग्द्वितीयता सिद्ध हुई । 
परिभाषा हम लिखते हैं कि 
€& 5 (4॥ ् 6 
पी है बढ 
ग्रतः 
9 __० __-- 08८ 
| के छह 
हम॑ देखते हैं कि ॥ 
& .. 6 _.6 ०६ ० € 
7 व उ आक आओ 
यह ध्यान देने योग्य है कि 
७ 3 छः 
हद 
तब और तभी सार्थक है जब 
[4] ॥2| 
है अल 3 3920०. कुकर 
87: दर 
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प्रमेण. यदि 
तीन ऐसे भिन्न हों, जिनके लिए 


तो 


शत: 
ह। 0 | ( ० & 
87077) |] बा 
स्प्पणी 
(४॥ 0 €& 
हा ( हक 7) 
(//] & (४॥ & 
तक 7 को, नल न+« 
नर न गैर हे पर 
25. ददासलव भिन्‍म 
परिभाषा-- किसी फिन्न 
छु 
9 


को दशमलचब भिन्‍न तब कहते हैं जब वह किसी ऐसे मिन्‍न के बराबर हो। जिसका हर 70 का कोई घत, अर्थी। 
0+,0%,0* इत्यादि हो । 
उदाहरणार्थे 
38 श आश 
70" 700 000 
दशमलव भिन्न हैं । 


भिन्‍त 


48 
पुनः 
] 98 
9 ह' 8 
में से प्रत्येक भिम्त दशमलब भिन्‍्त है क्‍योंकि 
_8 
्र 708 
3_06 
छह. 70 
798 


8 400: 


निष्कर्ष यह हुआ कि कोई भिन्‍्त दशमलव भिन्‍नत तब होता है जब इसके लघुतम रूप के हर 
के प्रभाज्य गुणन खंडन में श्राने वाले भुशन खंड केवल 2 शौर (या) 85 हों । 
उदाहरणार्थ भिन्‍्न 


प्‌ 
ठ्रा ५ 
जिसका हर 2 का घात है, एक दशमलव भिन्‍न है क्‍योंकि 
7_7%ऋ8/_ 7%856 
का खऋडक वत्त ' 
पुत्र; 
8 
फ्कढ 


एक दशमलब भिन्न है क्योंकि 


8 _ 98:92 _98%८98 


ह प्रदनावली 
तिम्नलिखित भिन्‍तों में से कोन-से दशमलव भिन्‍त हैं ? 
रा! ० आओ २०6 
(४) गद्ध (४) नह (४४४) जू्ु 
७) न (0-६७. ०) 


0 
दशमख्तव मिन्‍नों के लिए संकेत पद्चति (दशुम॒रूब संकेतन) १ 
एक दह्षमलव भिन्‍्त 

श्र 


00 


बीजगणित 





]44. 
लीजिए अ्रब 
27. 3%]0-7 _ 22८0 हर 2 
700 १00 300 00 
9 7 
बा जा कः 
इसे हम 
'2प7 लिखेंगे । 


पुनः यू लीजिए | अब 


8 _ 39८26 _ 758_79८0--8 
4. 4>%८295 . 700 00 


प 5 
नसा- लै 5 न 78. 
0 गे १05 


ग्रब हम इस स्थिति के विलोम का विचार करेंगे। उपयुक्त वर्णन के श्राधार पर 


87"984--8 )८ 0--7 -|- ञ् ५ 


सत7-- 


स537-- 


ब््ल्वा 


8 //# 
जुछू पक 
80 4 
कप रक्त श छः 


200 +30--4 __ 37 284 


[0४ /+/ वहः 


284 __ 87284 
000 3000 





प्रद्मावली 


. निम्नलिखित को दशमलव संफेतन हारा व्यक्त कीजिए । 


38 

20 
9 

980 


6) 
(०) 


48 


(०) हज 


820 


की 


726 
( ९ ) 27 


60 


2. निम्नलिखित को 6/१ के रूप में व्यक्त कीजिए । 


(४) 884 
(०७) 2-298 


(४) 2'028 
( ०) '887 


(४) शक 
(४४) 3284 , 


भिन्‍म मु ]45 


प्रमेय 
दे दशुमल्वव भमिन्‍नों के गोगफल और गुशनफल दशमलव मिन्‍न होते हैं । 
उपर्पोत्ति--दो दशमलव सिनन्‍्न 


फः 2 
फतह 
लीजिए । हम मान लेते हैं कि ये अ्रपने लघृत्तम रूप में हैं । भ्रब 
कर 6 __ ०४--०७ 
हल बा 


क्योंकि 9, 6 में केवल 2 और 85 अभाज्य खंड हैं, हम देखते हैं कि इनके गुण नफल में 2 श्ौर 
5 के अतिरिक्त कोई श्रौर श्रभाज्य खंड नहीं हो सकता । 
पुनः क्‍योंकि 
6 १८] ्ट &06 
हा दह्व हहे 
इसलिए योगफल के प्रकरण के ठीक समान 
(40 


हल, 
भी एक दह्मलव भिन्‍न है । 
अंतर का प्रकरणु---दो दशमलब भिन्‍्त 
(४4 6 
का कर 
लीजिए जिनमें 
फ्रः 6 
है ग 
यहाँ इनका श्रंतर 
(४/॥ छ 
फा बह 
एक भिन्‍्न है श्रौर . 
(// 6 66-- 6० 
हा इछछा' 


झत: पहले की भाँति यदि दो दशमलब भिन्‍्नों का अंतर विद्यमान हो तो वह भी दशमलव 
भिन्‍न होगा । 
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वेभाजन का प्रकरशु---यदि 


कोई दो दशमलव भिन्न हों तो 
| ) . ( है] गा छः 6 __ ०6 
(रक हा यु 8 ७ 86 


दद्ममलब भिन्‍न नहीं भी हो सकता । 
उदाहरण के लिए दशमलव भिन्‍्न 


लीजिए । अब 


निश्चय ही तू दह्ममलव भिन्‍न नहीं है क्योंकि इसके इस लघुतम रूप के हर में 2 और 8 से विभिन्‍न 


एक भ्रभाज्य खंड 7 भी है। 

ट्प्पणी--यहाँ हमारा दशमलव संकेतन में दिए हुए दशमलव भिन्‍नों के योग श्र गुणन की 
विधियों के विवेचन का विचार नहीं है । वास्तव में यह सामान्य दशसलव संकेतन में दी हुई धन-संख्याश्रों 
के योग ध्ौर गुणन की विधियों का केवल विस्तार ही है। 


प्रइनाव ली 
], भिश्तलिखित का विन्यासत ग्रारोही क्रम में कीजिए । 
8278, 3:865, 2-476, -687, 8:373, 2874. 
2. कथन को सत्य बताने के लिए प्रइत चिक्त॒ (?) को "के बराबर है”, अधिक है-नसे' 
या 'त्यूत है--से' के चिह्नों द्वारा प्रतिस्थापित कीजिए । 
6). श्ाड१2 2? 2646. (&) -७शा7 ? '826 
(0) 928 ? 8846. (६9) 7४84 ? 7१48, 
26. भि्तों के समुच्चय की क्रम-धतता 
;ल्‍ भिन्‍्तों के समुच्चय के प्रसंग में क्रम-संबंध का एक ऐसा नियम है जो घन-संख्याश्रों के समुख्चय 
के प्रसंग में इसी संबंध के लिए नहीं होता | इस नियम का वर्रान् भिन्‍नों के समुख्चय की क्रम-घनता के 
रूप में किया जाता है । 


भिनन्‍्त ]47 


किन्तु, इस नियम का वर्णात्त करने से पूर्व हम सध्यता की धारणा का परिचय देते हैं। 
मान लीजिए कि 


दो ऐसे भिन्‍न हैं जिनके लिए 
जु5 --+ % ०, ०, ८€ (, 


हम कहते है कि भिन्‍न 


रब 

दी हुई भिन्‍नों 
(४ / 6 
छह 

के मध्य में है, यदि 
छ & 0 
हल हे नल 


उदाहरण (४) हि मध्य में है नह और हि के और 
(४४). 378 मध्य में है 3.77 और 8"79 के । 


अरब हम एक प्रमेय का उल्लेख भ्ौर उसकी उपपत्ति' करेंगे । 


प्रमेय दो जिभनन्‍न फिनों के मध्य में कोई न कोई सिनन अवश्य होता है 
उपपतक्ति-- ह 
कोई दो विभिन्‍न भिन्‍न ०/0, ०/ढ लीजिए । हम सिद्ध करेंगे कि भिव 
हक] 
दिए हुए भिन्‍नों 6/2, ०/८ के मध्य में है । 
व्यापकता की किसी हानि के बिता यह साना जा सकता है कि 
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५ नम 
8. 6 
अत 
कद हि 6 
क्ादह 
6 कट क्‌ /। 
की ७ 5 2 2 
4 [ | क् 6 
यम लन्न्न्क >> ५०5 किस स पड 
[बंप 6 5 औ 
9 [4] कक ] 
मरे 3 लक 5 +-च- 
॥॥ हद हू 
छः 4[6& 68 
घ्छे. -__- राम आलम 
5“ 5] $ 
पुनः 
ह/। ] 
न्यरब्टट 2म5 
॥| ह/ 
ष 8 6 6 
(5- न पल मील विष 
हाफ पर 
6 है । ]]6 
ये “-- 5" << नु+ ह+- 
हि जि 
क् 6 9 68 
स्का >> नि 2 न का ०५. + >> 
आम मत है 
4[$9%6 | 5 
ने -+ ५5 -:7- एप: 5६८६ -<- 
>[67#४#|+४ 


श्रतः सिद्ध हुआ कि 


ह छू डढ68४ 

उपप्रसेय -- दो! विभिन्‍न भिन्नों के मध्य में मिन्‍नों की अनंत संख्या होती है । 

मान लीजिए कि भिन्‍न ०// भिन्‍नों ४/8१ भ्रौर ०/६ के मध्य में है। तब ०/१ और ४// के मध्य 
में भी एक भिन्न, जैसे 9/8, अवंदय होगा । 
“अब $ 

छ 9 6 6 

स्पष्टतया इस प्रक्रिया की ग्रावृत्ति शनंत बार हो सकती है । 
इतः परिणाम । 
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इस नियम की अभिव्यक्ति यह कह कर की जाती है कि भिल्‍्तों का समुच्चय क्रम-घन है । 
निश्चय ही यह नियम धन-संख्याश्रों के समुच्चय में क्रम-संबंध के लिए सत्य नहीं रहता। 


उदाहरणार्थ, धन-संख्याओों के युग्मों 
$, 4; 5, 6 


के मध्य में कोई घन-संख्या नहीं होती । 
वास्तव में हम ऋमागत 'धन-संख्याओ्रों की बात तो कर सकते हैं, कित्तु कमाशत मिन्‍्नों की बात 


नहीं कर सकते । 
प्रश्वावली 
3. निम्नलिखित में से प्रत्येक के मध्य में कोई पाँच भिन्‍न लिखिए 
! ]8 
[0 ७ पक _छ) कप 
(७) ->- दर (*ण) ठ ् 
कप 9 
(०) ६ (७) पढ़” रह 
(४४४) -2, 09 (७४४) "873, 687. 


2. सिद्ध कीजिए कि 
4/4% छः 6 
यह ७) 
में (24 ८९ ; 
मध्य में है का के । 
भिन्‍लों के समुच्चय के उपससुच्चय के रूप सें धप-संस्थाओं का समुच्चय 


सामान्य सक्कंतन 
हम प्रत्येक घत्त-संरुया % के साथ भिन्‍न 5 आ गले जोड़ते हैं । इस प्रकार जब कभी हमारे 


27. 


सम्मुख कोई भिन्न न श्रथवा इसके बराबर कोई भिन्न हे श्राए तो हम श्रपनी इच्छानुसार इसे ४ द्वारा 


प्रतिस्थापित कर सकते हैं । | 
किन्तु ' यह देखना श्रावश्यक है कि इसके परिणामस्वरूप किसी भ्रम की झाहंका नहीं 
रहती । ; 
के अंगों 
१8, १०, 5, ** 


के बीच 
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(नसत१४-१०, टसि॥8 २ 
संबंधों का विचार कीजिए । यह देखा जा सकता है कि यदि हम &, 8, %, % का आाख्यान क्रमशः 
# 8... +%# .. % 
हा मम कक व 
के रूप में करें तो भी उपर्युक्त समताएँ ज्यों की त्यों बनी रहेंगी | वास्तव में 


भ्रथ्ष मान लीजिए कि । ॥ 
१३ >> #% 

472 40 

ना >> जा <> 9, >> %,. <> 9४ >> १४ 
झ्रत: हम 

90 

हर को # द्वारा 
प्रतिस्थापित कश्ना स्वीकार करते हैं, श्रौर विलोमतः भी । 


प्रंततः हम देखते हैं कि यदि-- कोई भिन्न हो, 


08-०० 


इस प्रकार मह भाना जा सकता है कि प्रत्येक भिन्‍्न न प्राप्त होता है ० को 9 से भाग देने पर । 


तो 


प्रतः हम प्रत्येक धन-संख्या को एक भिन्‍न मान सकते हैं क्योंकि हम धन-संझ्या » और भिन्न 
प्‌ में कोई भेद नहीं करते | इस हृष्टिकोश के आधार पर धन-संख्याप्रों का समुच्चय 7४ भिन्‍्तों के समु- 


च्चय #' को एक उपसमुच्चय है। अर्थात्‌ प्रतीकरूप में 
पटक 
निस्संदेह ४ एक वास्तविक उपसमुच्चय है 7' का श्रर्थात्‌ ४ में कुछ ऐसे श्ंग भी हैं जो !४ के श्रंग नहीं 
जैसे 2/3, 7/9 
28. संक्षप्‌ 
भिन्‍नों का ससुच्चय #' निम्नलिखित रूप में व्यक्त किया जाता है : 


मम >> फि : # ८, ४ € ५ | 


भिन्न ॥5] 


नीचे हम # के किसी अंग को एक ही वर्ण द्वारा सूचित करेंगे । 
इस प्रकार # ४, ४, ४, ०, इत्यादि #' के किसी अ्रंग के सूचक होंगे । 

निस्संदेह यह ध्यान रखना आवश्यक है कि », 9 इत्यादि में से प्रत्येक ०/? के रूप में है | यहाँ 
७, ? धन-संख्याएँ हैं । 
हा में योग संणोजन 


# के अंगों के प्रत्येक युग्म », ४ के अनुरूप क्र का एक भंग होता हैं जिसे ४--9 द्वारा' सूचित 
करते हैं शौर इसे युग्ग का योगफल कहते हैं । साथ ही # के अंगों के युग्म ७, ५ के साथ #' के अंग ४-|-9 
का यह संबंध ४ में योग-संयोजन कहलाता है 

#' में योग-संयोजन के निम्नलिखित नियम हैं : 

. # में योग-संयोजन की क्रमविनिभेयत्ता है, श्र्थात्‌ 

&ौ2४5४-ीश 7», # € एफ. 
2. #' में योग-संयोजन की सहचारिता है, ग्रर्थात्‌ 
४- (४-०) ६(+-५)+* ४ », 9, वध ए. 
3. # में योग-संयोजन का श्रपवर्तेबन-नियम होता है, भ्रर्थात्‌ 
शी धलता 9 नै ४ कटे ४८ ४; ४, ४, ४ €: 9. 
#' में शुशुन-संयोजन 


# के अंगों के प्रत्येक युग्म », / के अनुरूप # का एक अंग होता है 'जिसे ४४ द्वारा सूचित 
करते हैं और इसे युग्म का गुणनफल कहते हैं। साथ ही # के श्रंगों के युग्म &, / का # के इस अ्रंग 
४9 के साथ यह संबंध #' में गुणन-संयोजन कहलाता है ! इस गुणन-संयोजन के निम्नलिखित नियम हैं : 

4. #£ में भुणन-संयोजन की क्रम-विनिमेयता है, भर्थात्‌ 

229/-:2/४ ४ ४, / € फ, 
8. # में गुरान-संयोजन की सहंचारिता है, भर्थात्‌ 

४(४४) -+ (20॥/)8 ४ ४,१/,४ € हे, 
8, # का अ्रंग 4 ऐसा है जिसके लिए 

# [5-],४--०४ 'ए # € क्र. 
संख्या ) को एकक-अ्रवयव कहते है । 


7. प्रत्येक ४€ ए के अनुरूप ४६८४ होता है जिसके लिए 
809 ८-८ है जन 0५ 
४ और 9 एक दूसरे के व्युत्क्रम कहलाते हैं । 
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8. गुणव योग को वितरित करता है, श्र्थात्‌ 
४(५४-- ४) -१४/-ै-४४ ४४,१८६ की. 
ह में त्रम-संबंध--॥ में अधिक है'''से' नामक एक संबंध होता है । इसके मिम्नलिखित नियम हैं : 
9. क्िविक्लप निमभ---7 के किन्‍्ही दो अंगों », ४ के लिए भिम्नलिखित तीन विकल्पों में से 
एक भौर केवल एक ही होता हैं : 
() ४०३४. (४) #>४ (४४) ४5-58. 
0. संक्रामकता नियम | 
४>$9 भौर ॥००४३>०, 272, ४,/,४ ६८%, 
]7. योग के साथ संगर्ति 
४>9सथ्न- ४४-०४, 2, 9, धध्फ, 
2, गुणन के साथ संगति 
27 4००४० ५०४, ०, 9, थ्ट का, 
ह में विभाजन 
यदि ४ के कोई दो प्रंग », ४ हों तो ऐसा ४६४ होता है 
जिसके लिए 
धरने छठ 


हम 
१» 
शत ५सत४ या 5४ या #/४००४ 
॥ 


लिखते हैं और तब 

8“८-// -२ 8 €#ै 2४८८ ४/४५ 
फिन्न का व्युछम--कोई भिन्‍न 2 लीजिए । 
श्र्ब 


कप न / 5, ०६ 'ष, 


ञ का व्युत्क्रम मिस्त-- होता है । 


झब 


जग व 
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ह 


इस प्रकार » के व्युत्कम को 
] 


(४४३ 
के रूप में व्यक्त कर सकते हैं । 
निस्संवेह 


4) ] 
आम ००-०4 ४: स्नान 
५ //॥ 
अब 
;) “तर ० ) 
2४.--- | ॥८८"»&| ---«५४ |ल&.7 5-४ 
2 9 
झौर इस प्रकार 


धर ४ 
# में व्यवकलन-- यदि ४ के दो श्रंग ४, ५ ऐसे हों जिनमें ४9, तो ऐसा ४६८४ विद्यमान होता 
जिसके लिए 


४>-८३/ -- 8. 
हम 
श--५४ उस 2 
लिखते हैं श्रौर तब 
2४२८ ९४/ ४६२ ४--- ४४ +-८४- 


टिप्पणी---हम' देख चुके हैं कि जब ७, 0, ०, ४६४, तो 


अल कर स्>े पद >-६७० 
हे 6 (4 

७ 6 _ ४६--०6 

छह ब्वरे.. एके 
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कट 
हा 


(/॥ 


/। 


६५ | ७ 


/। 6 
->- >>. कद > 96. 
9 43 


श्रव यह सिद्ध किया जाएगा कि धन-संख्यात्रों ७, ? इत्यादि के स्थान पर #' में निहित कोई भी 
संख्याएँ », ५ इत्यादि लेने पर इसी प्रकार के परिणाम प्राप्त होते हैं । 
अतः हम यह सिद्ध करेंगे कि 


४४ छ 
| 5 नम +- '*ओे ४३ न ४० 
कर ।ए 
(| 22 ७५-- ०४ 
हे लोड न 
है छः 2020 
277: 20 न न 
श्ष ॥॥ (22 
पं 2. - १७५ >> (0०४: 
42 8 


इनमें ७, ०, », ५ समुच्चय % के किन्‍हीं श्रंगों के सूचक हैं अर्थात्‌ ७, ०, &, ४ कोई भी 
भिन्न हैं । 
प्‌, 


भिन्न 


3558 
॥ # है 
ख कया) ता खत ०( 
क्व 9 क् २ 
ह॥ 
“»(*/ै)*+* (»<) 
नन 9४| ४,.--- | ७ -+- » | ४.-- | ० 
॥/५ 
च| 9.7. € न॑- ४. . ० 
न ॥/--००. 
विभाजन की परिभाषा के फलस्वरूप 
2! ने ० ५४--०० कप ९७५-- ०४ 
पा शक. 
पता, ; 
४... 9 8 / 9४ 
किक ( ) ] 
24 0072: / मी (न 
ध्ध 9 
हल 0 7 
क्‍ को मेल 
, 
च्स्ल् 0 42548 0 पलक 
५ ४ 
साथ ही 


श्रौर इसके फलस्वरूप 


१86 बीजगशित 
ग्रत: .' ह 
। | ]. छशए 
>-. «४ -- आई 80,--८ प्८ --- 
क्ष ॥/॥ #प्ु 99 
एप, 
“की 
38% 
क्र (2 


क्र (४ :००४,। ,७ 
५ 9४ 7०४७ 
१९४ >४४. 


29. बोजीय व्यंजक 


यदि किसी व्यंजक में श्राने वाली संख्याएँ और चर रूप में श्राने वाले वर्ण भापस में योग, 
व्यवकलन, गुणन भ्रौर विभाजन की संक्षियाप्रों से जुड़े हों, तथा चरीं के प्रभाव-क्षेत्र संख्याझ्रों के समुच्चय 


हों तो उसे बीजीय ब्यंजक कहते हैं। यहाँ हम ऐसे व्यंजकों का विचार करेंगे जिनमें भ्रामे वाले चरों का 
प्रभाव-क्षेत्र भिन्‍्नों का समुच्चय ४ हो । 


हम यह फिर बतला दें कि प्रतीक 


जिसमें 


#€ और ४ € 7, 
£ के अपने ही साथ & बार गुणन के फल का सूचक है। 


भिम्न ]67 


अत: 


2" न 2.8.%*****१*४, ४€ न % € व. 
2 अकनलीप आजर मन कक जज ड की पड 


% बार 
नीचे हम कुछ बीजीय व्यंजक दे रहे हैं । 
ह ० 2: 8) प्‌ 
(*) 26 -- कक नः हा 
0 6, 
क़्टि न श्री 
29 
'328-- 
कक ->पहे 
यह कहना उचित होगा कि प्रायः किसी बीजीय व्यंजक को योग और गुणन के नियमों की सहायता से 


सरलतर रूप में व्यक्त किया जा सकता है । 
उदाहरण 


(४७) 


. निम्नलिखित को योगफल के रूप में लिखिए । 
| (४१--]%--24)(४--%) जहाँ ४€ 8. 
नीचे ऐसा करते हुए हम ४ में क स व नियमों का प्रयोग करेंगे। 
अब 
(४?--3.2-- 24) (४-4) 
नत.. (2--]%--24) ४--(४१--]%-- 24) 4 
नम. (करन ]%-6-- 24.8) -- (४.4-- ]8.4--24.4.) 
न्‍न. (४९-|-%0-|- 249) -२-(4७?-(-44४-|- 90) 
न शीने-(07 --4)2-- (24--44)2-- 96 
स्| ४१--782१-- 88% --96. 
2. सिद्ध कीजिए कि 
,+ 
हवा क 9 ४0/(2--४) 
जा तू १-- १/) 
। 


क्र 


पृ 2५६८ए. 


थि 
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बीजगणशित 


$-# 


___ ५५ 
४-४ 
हर 2, हू 9 





ध्नीछ 


५9) 


क्र 
 कशिग-क 
(४--४)४११ 


अब 
],7] 
कम मिल 
४ ४ 
],.7 
हिल 
8. सरल कीजिए । 
अब 
(++) * 
2 





4. सिद्ध कीजिए कि 
(४+-») + जप 


(४/--॥ )४४ 
(४--५)»९४ 
छठ | न- है 2 


20(४--४) 


जान फल 


४7-०४ 





7) न तप जहाँ &, ४ € 7. 
५ फ् 


] 
५ 
%॥/ ++ _._ 0४ न! 


श्र 


हु 


॥॥ 





२ हर 
__ 2४2 न ल्‍८ .ट 
(/॥ 9४--] 
_ 2(०७४+)) _ £ 
॥(०७४--१) 9 
3 7] 
2९ -- 827--8%-- 0  ऋटेए. 


४ --] 
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ख्रब 








4%--3_ ४-3 , 4&-+-७3 
86 2022 कोन... ]. छीन | 
८3) (४ न ]) 4०-83 
कर] 
__ (०-० )--3(४४-)) 4४-38 
&7--]. 
___ (७३-०४) - (8:2-- 8)] -4४-|-83 
#--] 
___0 32-02 --0 
7 भा 





5. सरल कीजिए । 
] 3 ठैँ हा फ् 


अब 











2. वृक 
__ (2७--) (3७--20) 
अप 75 
__(2»--7) 38-- (2%--])20 
गज 8७ 
__(62?-- 3») --(40»--20) 
व _.. छुककडे रा 
__02/-- (3--40)2--20 ह 

8%7 है 


__6%7--489%४-- 20 
8%7 
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प्रसनावली 


]. यदि 9, ५, ४.,.... सम्रुच्चय ४ के श्रंग हों तो निम्नलिखित को योगफलों के रूप 
में लिखिए । 


() हि »न3) (४४5 ] (४) हा ्नाज 2 ] (ड़ मर +न ५ ] 
(४४8) (09+-'अ8 ) 5७---89 ] (०१) (४-+४) (| 2 फंजू ) 


(७) (5४--9७) ॥ क्‍3४+-हु न ) (७) ( न न (् ४*--न३) 





(५४) हे ( %20/४ -- 'ह:20/2 -- के शी ] 
श्र 2 


(४४४४) ( 8४ -- ञ् है ] [ का -- ।:5४/ ] 


थर्ड 


शर्ट 5 7 ३ है| 
2 ब्न्न्न्ट अमन ता +. नव 
(४४)... ४॥/६ ! न ४ न न 9 -- म । 


५8.४ 2 | 74 , 9 
(४) ४795४ (कह सर) 
2, सिद्ध कीजिए कि किल्हीं भी भिन्‍्तनों », 9, » के लिए निम्नलिखित कथन सत्य हैं । 
 # | ४ _ 7४--99 5 2. 52--29४ 
१) हि रण बा श | ्लिजाका हल क्रो | ४9 (४-ै- ५) 


(६४) ८4/ श्र 2 %१--७१-- ४१ 
शानीधनीआा शनीश्ानीश्य. अनिव्यर्कथा.. शनी#नी£ 


॥ 0४, ],7 
कि का; 





(४४) ] श्र __20/(४--9) (०) हर हक, की %0/(/7--५१) 
ही ] को - 9) | हि . नही 
हु कक. हुए 
( ) है ॥ 2 _ छी2--37 


#--6 गा 39-85). (७-8) 


.. भिन्‍्न 


464 


(०४४) 2 डे 00% 0 22 (6--०) ४-+-००-- ४० 


नीएण बकऋषे... ए्न-ण एर्-+की) 

[कर प्र बन लक 

नर #१--१ (रे) ४» न] 
2 टी तट हल 
४“ -|- 4 #*-- ५ (छ +-0) (»े--३) 


























ष्े “क्र 3 __82- 22 _ 
8० --4 22-86. (3०--4)(2०७--8) 
3, ७, ३, 2, '*''' समुच्चय ४' के अंग होने पर त्िम्नलिखित को सरल कीजिए । 
ल्‍ ] | दर 3 ५ 9 
(४) 3३ (>7 75) (४४) ( 29% -- +) -- | 3०+ रू) 
(४७) ( ये न्जज | दी ट ) (४०) ( &-- ) 27 
ध्ष (/॥ म्ट (४ ५ ५०८॥ 
5 लल त .. 62--29  १89 
९०) ( ६ 5) न्‍ | 2 न्‍्) हे हा” कियाया 
४५ 4%*-- 8 प 29 | 3 
(०४४) “पछ्द्नमाहा (०४४४) प्ठ -- जज 
३ है. ली. 2४ ., 3/2 ५४४ 
कं) 2 पा 29 (४) न 8 छेद 
॥॥ 
है न है के नम है ला ४8 
3 5 338 6 
त्ः कट जद श् 
प्‌ ]3 
नर ४ 
(४४०४ ) 58 5 (४४४) ७ 
७ नरम ह्ः ५ 
जुट न की हु 





]602 बीजगरिएत 
8 222. % 8:25 8 2 4+9 
प्र ४? -- हा र्नः सर्प जे कं प प्र 
(४०४) ७ 2 &ऋ झ़ापवकआ _ 
)] पर [9 गत बट 
'पृठ स्क्न _... ४) -- -.. ९/१ 
न नूर [$ * 7 पढ़ 
4. सिद्ध कीजिए कि 38 47४8 2-2 # छदव; #€एफ, 


8. सिद्ध कीजिए कि 


6. सिद्ध कीजिए कि 
7. सिद्ध कीजिए कि 


8. सिद्ध कीजिए कि 


साथ ही सिद्ध कीजिए कि 


30. खुले कथन 
उदाहरण 
4, 


दर 2०.65 * ७) 
४० २००००, ; ०५, ०५ €र्फ. 


॥_7 के 
४0 5६%, ४7 --- २-०3 #, ४; €्क, 
हर 





रा] 44 न 
] है ॥ व । 
न तट पंप ध्ट्‌ फ्छ, 

2-3. 2-4 (०-॑-3)(४»--४) ४ 

न. . 
वन नल आल पन्ना - कपल फ्, 
छायाह सलपात ४ “६ 
_त] 4 । ४५८६ फ्क 


क्रीज-ए. छीयय (छपय-ओ छक्पुक 


3४8--85--7; »€ूफ', 


का सत्य समुच्चय मिकालिए । 
हक्ष-- हम यह देखने का प्रयत्त करेंगे कि & वाला पद समता के एक पक्ष में और संखझ्या वाला पद इसके 


दूसरे पक्ष में श्राए । 
प्रब 
या तुल्य रूप में 


दोनों पक्षों से 8 काटने पर 


प्राप्त होता है । 


3%8--6--7 


8४--8 5-5५ --8. 
3%2--2 


] 
दोनों पक्षों को -दु से गुणा करने पर 


] 


प्रथवा तुल्य रूप में 


प्राप्त होता है। 


. (82) ल्जु है 


2 
क्रैन)े >> 
3 


468 


भिस्त 
इस विधि का प्रदर्शन निम्नलिखित रूप में भी किया जा सकता है | 
3४-- 8-८7 
के 3%8--85--52--5 
रे 37४८-9० 


ढ्ढ ञु (82 ) रू 


भ्रपेक्षित सत्य समुच्चय 
- । 


है और इसमें केवल एक ही अंग है । 
टिप्पणी यह ध्याव देने योग्य है कि हमने एक दूसरे के तुल्य कथतों की श्ंखला प्राप्त करने का 
प्रयत्न किया है । तुल्य कथनों की इस >छ खला के अन्तिम अंग का सत्य संभुच्चय 


श प्रत्यक्ष ही है । 


क 


65-4८ ४-2; ४६ कं, 


का सत्य समुच्चय निकालिए । 


हल--हम तुल्य कथतों की निम्नलिखित ऋ खला प्राप्त करते हैं । 
52--45532४-(-2, 


<+ 32 | (४--4)758४--2; 
208--# 5-52. 


रब 
4:>2 
स्ले2ि४--4$>2४ ४६, | 


इस प्रकार #' का कोई ऐसा अंग » नहीं है जिसके लिए 
20--85-2. 
अतः भिल्‍तों के समुच्य के प्रसंग में दिए हुए खुले कथन का सत्य समुच्चय रिक्त है। 


७. ग्समता 
3४--2< 0, #€फ्े 


का सत्य समुच्चय निकालिए । 


8४--2< 8 


देल--- 


364 बीजगणित 


<> 32--2 << 3 --2 

न ४४<8 

चर &<] 
विशेषतः: भिन्‍त 


दिए हुए खुले कथन का समाधान करते हैं । 


प्रदनावली 
. यबि #€ ४? तो निम्नलिखित को.» के लिए हल कीजिए । 


8 
(४४) श्रढ्ठ व 3 0 का 
हा पर 
है 6 6 
/ 4 :-- 9 जज >_- अं --- 
(५) था | (४४) #% कि 
(४४) हा 2 न्क (७४) 2७४-|-3--५ 
(४४) 6-+- 7४८८9 (४) 2&०४--75-३४--2 
. (४80) [7४--१ ७57 (७४8) 7--8&5-७ 
(9४8४) 8%-- 25८ 6 -|- 3% (४४०) 72--825-४-- 


(४0) शिन-थि लय थऔि---3ै४. 


2. यदि » €+#' तो निम्नलिखित समीकरणों के सत्य समुच्चय निकालिए । 


(४) 8%8--45552--72 (७) 8-न72४--# -- 
(४४) 28--.-2%54--& (४०). #-ै४-छर्न-27 

(०) #--85- (०) 02--38-528 

(०४) 9---82४7--2%४-- हैं (०४४४) 28----22-539»--9 
(४४) 3४-०-$5७4 -- 7०४ (४) 26----7४5-52४--१8 


(७6) 428--065>2%--28. 

3. यदि »& €ए' तो निम्नलिखित खुज़े कथनों के सत्य समुच्चय निकालिए । 
कि ब क आ ... ५ ४५ >> 939 _॥738 
() 5 (७) ७ ८ हज 
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(छ8) 8-:-४८-6 (४७) 28-:-(2४) -+ 
(७) (४-8) --25-7 ' (०४) 6---४-- 4 
(७४४) (७४-:-8)--9-528--7 (७) 2--(38---4) +-०-- _. 
2 
,... 4. यदि » €#' तो तिम्तलिखित खुले कथनों के सत्य समुच्चय निकालिए । 
(0) 8४--8 < ६ (४) 2-8७ > ञ्र 
(हक) 228--3 78 * ४७) 2४--3-< 4 
8 3._9 ह “पे धागा 
(०) हक तय कह (०) $8४ -++ नल रह 
५ 20: ४ 2 ॥॥ 
2 ४४४) -.- लक मे पल 
(०४४) 2४--3&56 (७४४४) हा कलर हे च्द्ू गा 
(४४) .- ४न- हि च्< क (०) 4%8--97>>38 --2%& 
(४४) 7->8४:>5४-|-4 (४88) 7--3४:>8४-[-* 
(४४४४)४-- ) >>3:८-- 0 (४४०) 4४8-- 8<: 3४-- 8 
(७४०) 3--०» ६:४8 


निर्मेय 
| ऐसी संख्या निकालिए जिसके वर्ग का दो-तिहाई उस संख्या के 7 गुणे के बराबर हो । 
हल--मान लीजिए कि यह संख्या » है । 


तु 9 
तब इसके वर्ग का दो-तिहाई --- कु 


साथ ही इस संख्या का 7 ग्रुणा 7» है ।. 


> 2 2४2--> 7 #% 
छे 
से 0 अप 
$ 2 5 
कक नया न्ञा  थि कला ओ६ 7 
की 
2 
ध््र बट जछ 
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४ | 
श्रतः अपेक्षित संख्या >> है । 


2. राम और क्ृष्ण किसी काम को क्रमदः 6 और 2 दिन में कर सकते हैं | यदि दोनों एक 
'साथ काम करें तो कार्य कितने विलों में समाप्त कर सकेंगे ? * 


हल--मार्न लीजिए कि राम और कृष्ण दोनों मिलकर काम को » दिनों में समाप्त 
करते हैं । 


दिन में ॥ 
अ्रब' राम एक दिन में काम का-हु-समाष्त कर सकता है । 


हि दिनों में प्‌ 
इसलिए वह » दिनों भें काम का कम >» कर सकेगा । 


| 


रे ॥। गे में 
पुत्र: कृष्ण एक दिन में काम का 2 समाप्त कर सकता है । इसलिए बह « दिनों में काम 


है । 
का _.. »(» कर सकेगा । 
॥9 ४ 


क्योंकि हमने यह कल्पना की है कि दोनों मिलकर काम को » दिनों में समाप्त करते हैं 


इसलिए 
्‌ ॥॥ | 
का हा 2 >> । 
ढंग 
॥॥ ॥॥ 
32 | _. #-॑- -# चचॉटे 
( 6 री ]2 ) 

्छ 272-- ० तन) 2 
दर 8725-३३ 2 
4 ८-4, 


ग्रतः वे दोनों मिलकर काम को 4 दिन में समाप्त कर सकते हैं । 
| है न्‍ न 

8. कोई व्यक्ति 4000 रुपये का कुछ अंश 6-(- 5८ ब्याज पर और दोष अंश ( दर %ब्याज 
पर लगाता है । यदि उसकी कुल आ्राय 288-675 रु० हो तो उसके दोनों विनियोग निकालिए । हे 
दलस--मानल लीजिए कि पहला विनियोग » रुपए है | तब इस विनियोग से प्राप्त 

| हि । 
आथ ++--- >< 6--- रुपए । 
जज 


साथ ही दूसरा विनियोग (4000--%) रु० होगा | 


भिन्न 6प 





4000 -- तर 
दूसरे वितियोग से आश्रन- बल 2 6-5 रुपए । किल्तु कुल श्राय 255675 रु० दी 
हुई है । 
ह भ 4000 
6३. >-5 285-6प5 
66 ” ९४ न कर 
595% , 8 (4000-०७) 
कर 62 न-्व58*678 
8९४60 200 
25% _ 8(400-.. ४) दंत 
400 | >> ०----£ (55400 »< 258-678 
कर उ्रक्क /_ ह6 है 
4 98»--04000 --2625--]02270 
रे 28%-- 704000-- 262-|-26%-- 302270-[- 26: 
के ]7805--०. 
उसका पहला वित्तियोग ]730 रू० श्रीर दूसरा विनियोग 
(4000--730) रु० श्रर्थात्‌ 2270 रु० है । 
प्रदनावली | ' 
]. बह संख्या कौन-सी है जिसे उससे 0 न्यून संख्या से भाग देने पर भागफल 6 
आता है ? 


2. एक संख्या किसी दूसरी छोटी संख्या के तीन गुने से 0 न्यून है । बड़ी संख्या 
को 8 से भाग देने पर बही भागफल श्राता है जो छोटी को 8 से भाग देने पर | संख्याएँ 
निकालिए । 

8. किसी संख्या और 2। के योगफल का दो-तिहाई 30 के बराबर है। संख्या 
निकालिए । 

4. एक संख्या दूसरी के दुगुने , से 5 श्रधिक है । यदि दोनों का श्रनुपात ॥5 : 7 
द्वो तो संख्याएँ निकालिए । | 


5. एक वायुयात की पूछ का भाप इसकी कुल लंबाई का न है श्रौर उसके 


५ है ४ 
चालक-कक्ष का माप इसकी कुल लंबाई का --- है। वाशुयान के शेष भाग का माप कुल लंबाई 


का कितना भाग है । 

6. एक परिवार की कुल सासिक झाय 500 रु० है | इसका एक-चवौथाई किराए 
में, एक-दशमांश कपड़ों पर और तीन-अ्रष्टमांश खाने पर व्यय होता है। श्नन्‍्य कार्यो के लिए 
शेष कितना बचता हैं ? 

में पे है ॥॥ ४६ 
प. राम दिन के फ्लू भाग में सोता है, लव भाग में खाता है हक ल भाग में पढ़ता 


है । दिन के बाकी समय का घंटों में हिसाब लगाइएु। 
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8. कृष्ण ने कार द्वारा तीन दिन की यात्रा की योजना बनाईं और प्रत्येक दिन कुल दूरी का 
जू भाग पार करने का निश्चय किया । किन्तु दूसरे दिन इंजन खराब हो जाने के कारण वह 


कुल दूरी का र भाग ही पार कर सका । निर्चित स्थान पर पहुँचते के लिए उसे तीसरे दित 


दूरी का कितना भाग पार करना होगा । 
9. पैध और माइक नामक दो अ्ंतिरक्ष यात्री विभिरन अंतरिक्ष यातों में पृथ्वी के चक्कर 
लगा रहे थे। दोनों एक ही कक्षा तल और एक ही दिशा में चक्कर लगा रहे थे । पैंट एक चक्‍कर 


बूटे में । थे से * 
8 घंटे में श्रौर साइक एक चवकर 7 जे में पुरा करता है। दिल्‍ली सम्रय के श्रनुसार 


दोपहर 2 बजे माइक पैट को ठीक अपने नीचे देखता है । पेट और माइक एक दूसरे के ऊपर 
नीचे पुत: किस प्तमय होंगे ? 


30. एक रंगलेपक उतने ही समय में दूसरे की अपेक्षा दे गुणा काम करता है। यदि 


दोनों मिलकर एक घर की लिपाई 6 दिन में करते हों तो मन्दलेपक उसकी लिपाई कितने 
समय में कर पाएगा ? 

], तीन नलियाँ एक जलाहयय को क्रमशः 3, 4 झौर 8 घंटों में भर सकती हैं। तीनों 
एक साथ जलाशय को कितने समय में भरेंगी ? 

72. .एक राज एक दीवार को 2 दिन में बना सकता है । किन्तु एक सहायक के मिल 
जाने पर कार्य 8 दिन में समाप्त हो जाता है। अकैले सहायक को दीवार बनाने में कितना 
समय लगेगा ? 

8. प्रयोगशाला में प्रयुक्त 70 लिटर ग्रल्कोहल 80% शुद्ध है (अर्थात 80% श्रह्कोहल, 
20% जल) । उसमें कितने लिटर जल मिलाया जाए कि परिणामी मिश्रण में 30% अल्कोहल 
हो? 

/4, मोहन 70,000 रु० लगाता है। इसके कुछ अंश में उसे 400 हानि होती है और 
शेष पर 8% लाभ होता है। यदि पूरे पर उसे न लाभ न हानि हो तो उसके दोनों विनियीग' 
निकालिए । 

8, 790 रु० को क, ख और ग॒में इस प्रकार बाँटिए कि ख को क से 20% झौर 
ग से 28% प्रधिक मिले । ४ 


सिहाबलोकन प्रहनावली 
]. यदि | 


डे £ 2 कर है ऑल कततकरर 
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]69 
तो निम्नलिखित समुच्चयों के अधिकतम और न्यूनतम अंग निकालिए । 
है, के, 4 (४७ और 4 0+. 
2. दिया हुआ है कि 
अ्ापकि वब्यटम्सू2. और » €ए) 
य-+ई # : ]&४<: 2 और » € ४) 
पज-ई( ०: <४>»2 भर» € फऐ 
2++[ » : 7&#€:2 झौर#ऋ € # 
यदि संभव हो तो निम्नलिखित समुच्चयों के अधिकतम झौर न्यूनतम अंग तनिकालिए ।. 
प यञ, यह, थे, उ? 
7, (0 #, 7.) 70, ॥/ |. 
8. सिद्ध कीजिए कि 
शतक की >> 22,५ € के, 
4. सिद्ध कीजिए कि हि | 
9४ ०००१/ ४,१५ € 
8. सिद्ध कीजिए कि 
४०% से 22222 2८ जिद ४,१ € 9. हि 
| अर्नीय | 
6. सिद्ध कीजिए कि धर 
हि & >> ३ हज ४१ -- 820 >> 38%%/ -|- (४ %, ॥/ € ए, 
प्र. यदि 


तो सिद्ध कीजिए कि 


है है| ] 
(४) है अत, 
>> है 
0) ऋण 
जा | 
(४४४ ) पका 


2 -> 9४; ४, €: छ, 


+- “>> ++-- -ननन 
4-8 
॥ ॥ 


घ 


पक्के 


8. यदि »,५,०,०,०,० समुच्चय ४' के अंग हों तो निम्नलिखित को योगफल के रूप में लिखिए । 
(०). (४४?-ै-०४*) (०४?-- ४४?) (४). (०6४--४//--०४) (»--#-+-४) 


(४88 ) | *8७ -+- ्य । ] (४--29/-- 3४) (४०) (+ए72--2&%/) (४+- ह 2) 


(०) श्शड (डर गडि लत श्ट ) 


३० ह बीजगणित 


9. यदि ४, ४, 8, ७, ०, ० समुच्चय #' के अंग हों तो निम्तलिखित को सरल कीजिए । 
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४-4४ 
0. यदि » ८४ तो निम्नलिखित खुले कथनों के सत्य समुच्चय निकालिए । 

() 27--#ै४5२०४ ने: & (४) 22--(०--७) ८४ 

(६४) (7 कण)+एक्ल्य (४) हुऊ कर पह »-- पु 

० ए४--9)++8- ० 

(७) हर हद प्र (०४) दर -8>»0-5 
(०४) >-+- & +5 (४७) (४-+०)--3> 

[१ 


७). (शनशेतर ले के 


भिन्न ॥6॥। 


], किसी रसायवज्ञ के पास एक घोल 50%: शुद्ध तेज़ाब वाला और दूसरा घोल 80% 
शुद्ध तेज़ाब वाला है। प्रत्येक घोल के कितने-कितने ग्राम मिलाने से 72% शुद्ध तेजाब वाला 
600 ग्राम घोल बत जाएगा ? 

स्‍2, एक.घोल में 40 ग्राम चीनी झौर 200 ग्राम जल है। 50% चीनी वाला घोल 

बनाने के लिए कितनी चीनी मिल्ानी पड़ेगी । 


8. एक वातानुकूलक 2 मिनट में तापमान को 0 तापाँश नीचे लाता है किल्तु यदि 
एक और वातानुकूलक चला दिया जाए तो वोनों मिलकर 4 मिनठ में 0 ता्पाश नीचे ले 
झ्ाते हैँ। यही परिवर्तन करने में दूसरे वातानुकुलक को कितना समय लगेगा ! 

4, एक ही कार्य को 8 पुरुष ४ घंटे में भ्रथवा !8 लड़के 8 घंटे में कर सकते हैं। तीन 
पुरुष भ्रौर 25 लड़के मिलकर इसी कार्य को कितने समय में समाप्त करेंगे ? |] 

8. एक व्यक्षित स्थिर जल में 4 किलोमीटर प्रति धण्टा तैर पकता है। पाती के 
बहाव के प्रतिकूल ६ किलोमीटर तैरते में उसे उतना ही समय लगता है जितना कि पानी के 
बहाव के अनुकूल 2 क्रिलोमीटर हैरने में । नदी में पानी के बहाव की ताल क्‍या है ? 


4 0५४ 
6, एक व्यक्ति ने कुछ धत राशि 5% ब्याज दर पर और उससे 800 ₹० क्रम 3.5. हे 


ब्याज दर पर सगाई । दोनों विनियोगों से मिलाकर उसे कुल 200 ३० ग़ाप्त हुए । उसके दोनों 
विनियोग निकालिए । 

!7, एक व्यक्ति कुछ धनराशि 4% वाषिक दर से और उप्तसे #00 २० प्रधिक 8% 
वाधिक दर से लगाता है। एक वर्ष में दूसरी का ब्याज पहली के ध्याज से 88 २० अधिक है । 
उसके वितियोग तिकालिए । 

]8, एक व्यकित अपनी संपत्ति का 60%, अपनी पत्नी के लिए और शेष भ्रपने पुत्र के 
लिए छोड़ जाता है। पत्नी अपने भाग को 58% वाधिक दर से लगाती है शोर पुन्न प्पने 

भाग को 45%, वाषिक दर ते लगाता है। यदि पुत्र की वाषिक भ्राय 88% ० हो तो 


पत्नी को वाषिक आय तिकालिए । न्‍ 
]9. एक दुकानदार किसी वस्तु के अंकित मूल्य में 0%0 छु6 देने के पद्चात भी 0% 
लाभ प्राप्त करता है यदि वस्तु का अ्रंकित मूल्य 77 ₹० हो तो वस्तु का क्रय-मूह्य निकालिए । 
20, एक व्यक्ति 000 ₹० में दो घोड़े खरीदता है। इसमें से एक को 30% लाभ पर 
श्रौर दूसरे को 20% हाति पर बेचता है। सौदे में उप्ते ॥00 ह० का लाभ होता है। दोनों 
घोड़ों के क्रय-मूल्य तिकालिएं । 


हे 


परिमेय संख्याएं 


3. पभ्रूमिका 


यह देखा जा घुका है कि भिन्‍तों का समुच्चय 7 योग और गुशन-संयोजनों के लिए ही नहीं 
अपितु गुणशन-संयोजन के प्रतिलोम विभाजन संयोजन के लिए भी बंद है। इसका भ्रर्थ यह हुआ कि 


४-४६ हे 
४ ४ € £#, | € ४4५» ५४६४१ 
' या ४६८फ, 


योग संयोजन के प्रतिलोम व्यवकलन की समस्या अरब भी बनी रहती है, क्योंकि समुच्चय ?' के 
%, | अंग होने पर, प्रतीक 


४ -- | 
भिन्‍नों के समुच्चय के प्रसंग में तब और तभी सार्थक होता है जब 
श> 9: ५ 
उदाहरण के लिए, भिन्‍नों के समुच्चल के प्रसंग में व्यंजक 
| । ] 
8 ह? 
तो सार्थक है किन्तु व्यंजक 
] गर 
है ह! 
सार्थक नहीं है क्योंकि 
! 
हू हा हु: 


व्यवकल्न के इस प्रतिब्रंध को हटाने के लिए हम भ्रब नई संख्याझ्रों का आविष्कार करेंगे। ऐसी 
सृंख्याश्रों का समुच्चय परिमेय संख्याओं का समुच्चय कहलाता है और श्रपेक्षतया समृद्ध होता है। यह 
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नया समुच्चय भिन्‍तों के समुच्चय का एक अतिसमुच्चय है और इसमें इसके अंगों के किसी युग्भ 
के लिए व्यवकलन सार्थक होता है। इस प्रकार इस शअ्रध्याय के निम्नलिखित उद्देश्य है। 
(।) परिमेय संझ्याओ्रों का समुच्चय निर्धारित करता, 
(2) परिमेय संख्याओ्रों के समुच्चय में योग और गुणन संयोजनों की तथा 'अधिक है 
से संबंध की परिभाषा देना 
(3) उपर्युक्त (2) में संकेतित दो संयोजनों और संबंध के नियमों का विकास करना, 
गौर 
($) व्यवकलन और विभाजन के संयोजत्तों का विचार करता । 
इन उद्देश्यों के लिए यहाँ 
सचिह न संड्याओं 
की धारणा का परिचय देना उपयोगी सिद्ध होगा । 
32. सचिह न संख्याओं की घारणा | 
हमारे देंनिक जीवन में वस्तुओं के ऐसे युग्भों की चर्चा के अवसर श्राते हैं, जिनमें युग्म के दो 
श्रंगों में से एक को एक प्रकार से दूसरे के विपरीत समझा जा सकता है, जैसे, हम निम्नलिखित की 
चचीा करते हैं : 
(४) श्राय और व्यय, 
(४) लाभ और हानि, 
(४४४) उत्थान श्रौर पतन, 
(४०) पूर्षे की ओर गति और पश्चिस की श्रोर गति । 
मान लीजिए कि किसी को 200 रु० का लाभ होता है श्रथवा 200 र० की हानि होती है । 
यदि इस 200 र० के लाभ को 
--200 र० 
के लाभ के रूप में सूचित करना मान लें, 
तो 200 रू० की हानि को " 
++>200 छ्० 
के लाभ के रूप में व्यक्त किया जा सकता है। 
पुनः यदि हम 40 किलोमीटर प्रति घंटा की चाल से पूर्व दिशा की ओर जाने वाली रेलगाड़ी के वेग * 
--40 किलो मीटर प्रत्ति घंटा 
के वेग में रूप में सूचित करें 
तो 40 किलोमीठर प्रति घंटा की चाल से पश्चिम दिशा की ओर जाने वाली रेलगाड़ी के वेग को 
--40 कि० मी० प्रति घंटा 
के वेग के रूप में व्यक्त करेंगे। 
यह कहना उचित होगा कि नामपद्धति को बदलने और 200 रु० की हानि को --200 रू० की हानि 
के रूप में तथा 900 रू० के लाभ को --200 २० की हानि के रूप में व्यक्त करने में कोई बाधा नहीं होती । 
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यह ध्यान देना महत्त्वपूर्ण है कि इस प्रसंग में हमें अतिवायत: तौन प्रतीकों श्रर्थात्‌ 
900, --2900, --2१00 
को जानना चाहिए। ये प्रतीक क्रमशः निम्नलिखित के अनुष्य हैं : 
($) 200 रु० की राशि ; 
(४) --200 रु० का लाभ ; 
(%) -2900 रु० का लाभ ; 
हम 
-+-2900, --200 
को दो सचिह्न संख्याएँ कहेंगे और इनका क्रमशः घनात्मक और ऋशणात्मक संख्याओं के रूप में 
वर्णन करेंगे । 
संख्या 200 को दो सचिन्न संख्याग्रों 
| --200, -200 
का निरंपेक्ष मान कहा जाएगा। 
यह स्मरणीय है कि 200 के उपवर्ग-रूप चि्नों --,-- को सचिक्न संख्यात्रों के अभिन्‍न अंग समझना 
चाहिए। यह भी स्मरणीय है कि इन प्रत्तीकों का उपयोग यहाँ पहले की अपेक्षा भिन्‍न उद्देश्य से किया जा रहा है। 
पहले हमने इन चिह्लों का उपयोग योग और व्यवकलन संख्याझ्रों को सूचित करने के लिए किया था। इस 
प्रसंग में ये चिह्न दो संख्यात्रों के बीच में रखे गए थे जैसे 
7--8, 7-85 
परंतु यहाँ +-200 भर --200 के प्रसंग की भाँति इन चिह्नों को भ्रकेली संख्याञ्रों के उपसर्ग के रूप में नहीं रखा 
था। । 
अ्रब अगले भाग में परिसेय संख्याशों के समृच्चय की परिभाषा देंगे। 
33. परिमेय संख्याओं का समुच्चय 
प्रत्येक 
फ्ध्श 
के साथ हम दो सचिह्न संख्याप्रों 
| रू डे 
0 5 के 5 
का संबंध जोड़ते हैं और इन्हें परिभेय संख्याएँ कहते हैं। 
इनके भ्रतिरिक्त हम प्रतीक 
ध || 53 
को भी प्रस्तुत करते हैं, जिसे संख्या शुन्‍्य कहते हैं। 


हम 


छः 
नी जा 


परिमेय संख्य!एँ ]प6 


को धनात्मक परिमेय संख्या और हु 


को ऋणात्मक प्रश्मिय संख्या कहेंगे। 
संख्या, 9 , न धतात्मक होगी, न ऋणात्मक । इस प्रकार कोई परिमेय संख्या धनात्मक, ऋणात्मक 
ग्रथवा शून्य हो सकती है। 
इसके साथ ही, हम 
+0, -0 
में से प्रत्येक को 


से अभिन्‍न मानेंगे। 
इस प्रकार, निम्नलिखित संख्याएँ, परिमेय संख्याओं में से कुछ हैं : 
$ ॥$। 98 ॥8। 9 
न्जः 3, -+7, ४ दवा » 492*? न ठ्ठ २० व हद बु: 
इनमें से 
ः ] 99 
रे 8, न कु | नः तठु 
धनात्मक परिमेय संख्याएँ और 
$ ] 


>> 5 अन+प वथ 


82. हु / 


छठ | ष्छ 


ऋषणात्मक परिमेय संख्याएँ हैं । 
परिमेय संख्याओ्रों के समुच्चय को प्रतीक 
७. 
द्वारा सूचित किया जाएगा, जो ६७०४४८४४ (कोशेंट--भागफल ) शब्द का पहला वर्ण है। वर्ण 9 लिखने 
का भ्राधार यह तथ्य है कि शून्य से विभिन्‍त प्रत्येक परिमेय संख्या दो धन-संख्याओ्ं के भागफल के उपसर्ग 
रूप में चिक्न “ अथवा चिह्न --- लगाकर प्राप्त किया जा सकता है ।! 
यहाँ यद भी प्रश्न उठ सकता है कि परिमेय (#४४2004/--रैशनल ) संख्यात्रों के समुच्चय को है ह्वारा 
सूचित क्यों नहीं किया गया | इस विषय में यह उल्लेखनीय है कि वर्ण फल घास्तयिक (#४४/--रीअल ) 
संख्याओं के समुच्चय को सूचित करने के लिए सुरक्षित रखा गया है। वास्तविक संख्याश्रों का यह समुच्चय 
परिमेय संख्याओं के समुच्चय का ही आगे विस्तार है। हु 
त्रतः | 
॥॒ 9 + ([+-9%, “+ 28, 0:% € $# ै. 
0 का एक महत्त्वपूर्ण उपसमुच्चय होता है जिसे हम पूर्ण संख्याओं का समुच्चय कहते हैं इसे हम 
5 द्वारा सूचित करेंगे । 
इस प्रकार 
व्‌ | (++ ४, - 7 ०», 0 :# € एव). 
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] का वर्णन निम्नलिखित रूप में भी [किया जाता है: 
-(0, + !, -- !, +» - » + 3 - $,...)- 
निश्चय ही प्रत्येक पूर्ण संख्या परिमेय संख्या भी होती है और इसलिए 
00, 


 ज ! ते 4 8 प्र « न 
किन्तु प्रत्येक परिमेय संख्या पूर्ण संख्या नहीं होती । उदाहरणार्थ +- जा खा परिमेय संख्याएँ 


तो हैं किन्तु पूर्ण संख्याएँ नहीं । 
प्रिमेण संख्या का निरफेक्षमान 
ढोनों परिभेय संख्याओ्रों 
--900, --200 
में से प्रत्येक के प्रसंग में हम संख्या 200 को उसका संख्यात्मक भान अथवा निरपेक्ष भान कहेंगे। 
साथ ही हम -+-200, --900 को दो उदग्न दंडों के बीच रखकर । 


| +900 | 5८5 | --200 | 900 
लिखते हैं। 
व्यापक रूप में यदि » कोई अंग हो #' का तो हम 
|+» | 5 ०», | > 2 | 5८४ 


लिखते हैं प्रौर कहते हैं कि परिमेय संख्यात्रों +-४ और --४ में से प्रत्येक का तिरपेक्ष मान ४ है। 
हम |0 | 5०0 भी लिखते हैं। इस प्रकार 0 का निरपेक्ष मान स्वंय 0 ही है। 
उदाहरणार्थ 


प्‌ पृ 44 

| - कर कढ 5०5० - कह (८० । 6 | चता 
7 

| + छ| दर) + 5 | 5, | + / | नी | 55] 





प्रइनावली 

कुछ परिमेय संख्याएँ ग्रौर उनमें से प्रत्येक का निरपेक्ष मान लिखिए । 
टिष्पएी--बहुधा हम उपसर्ग के रूप में चिक्न --प्रथवा --से प्रत्यक्षतः रहित ७ को परिमेय संख्या 

मार्नेंगे। यहाँ यह जानना आवश्यक है कि ४ निहित नहीं है #' में, श्रौर यह संगुकत 

प्रतीक, जंसे 

3... 8 9 ४ 
| नी बूश व? यु! | प्र 
' का सूचक है।  / 
निस्‍्संदेह ७ के निरपेक्ष मान को । ७ | द्वारा सूचित किया जाता है। अ्रतः 


3 
छ्ब्न्न या चर | ५ । डे 


४चन्+पू है |४ | उन 


ट्ज 
8 


8 


परिमेय संख्याएँ ॥ हि । 


कह नम हे 22 
तने वुद्द नी [५ | ब८ 


कत्ल कीं की|४|नन 
34. परिमेय संख्याओं का योग 
दो परिमेय संख्याओं के योगफल की परिभाषा गथारीति देने से पूर्व हम लाभ और हाति से संबद्ध 
स्थिति की परीक्षा करेंगे । इसके द्वारा दो परिसेय संख्याओं के योगफल की व्यापक परिभाषा देने के लिए 
उपयुक्त संकेत प्राप्त होंगे । . 
उदाहरण के लिए निम्नलिखित पर विचार कीजिए : 
() (+ 200) + ( + 300) (४) (- 200) + ( + 300) 
(७४8) (+ 200) -- ( -- 800) (४७) (- 200) +- (+ 800). 
वर्ग ($) में दोनों परिमेय संख्याएँ घत्ात्मक और वर्ग (४४) में दोनों ऋणात्मक हैं। 
वर्ग (४४) और (४७) की दोनों संख्यात्रों में से एक धनात्मक और दूसरी ऋणात्मक है। वर्ग (४४) 
में तो ऋणात्मक संख्या' --300 का निरपेक्ष मान 300, धनात्मक संख्या --200 के निरपेक्ष मान 200 से 
अधिक है, किन्तु वर्ग (४०) में धनात्मक संख्या -|-900 का निरपेक्ष मात 300, ऋणात्मक संख्या --200 के 
निरपेक्ष मान 200 से अधिक है। 
ग्रब धतात्मक संख्या -- ४» का &» रुपयों के लाभ और ऋणात्मक संख्या --# का & शपयों की 
हामि के सूचक-रूप में आाझ्यात करने पर निम्नलिखित निष्कषे प्राप्त होते हैं: 


8 
हू 
प. 


(+300)--(+800)5- 500 ** (४) 
(--200)-+-(--800)----800 »« (5४) 
(+200)--(--900) ----१00 (४2४) 
(-7200)+(-300)-+--200 »«(४0) 


ग्रव हम उपर्युक्त समताओं में निहित विचारों के परीक्षण का प्रयत्न करते हैं। 
वर्ग (४) में दोनों संड्याओ्रों के धतात्मक होने से योगफल भी धनात्मक है और गोगफल 
का निरपेक्ष मान निरपेक्ष मानों का योगफल है। 
यहाँ 
| +200 | 55००0, | +900 | 55७०0 
200 -- 8005-800 
और इस प्रकार दो धनात्मक संख्याश्रों के निरपेक्ष मानों का योगफल 500 है। 
अत: 
(--200) -- (--800) -5 --800 
वर्ग (&) में दोनों संख्याओं के ऋणात्मक होने से योग़फल भी ऋणात्मक है भौर॑ योगफल का 
निरपेक्ष मान निरपेक्ष मानों का योगफल है। 
अतः 
(--200) --(--900) +#--509 
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वर्ग (४) में दो संख्याश्रों में से एक तों धनात्मक है किन्तु दूसरी ऋणात्मक और ऋण त्मक संख्या 
का निरपेक्ष मान चनात्मक संख्या के निरपेश मान से अधिक है । यहाँ योगफंल ऐसी ऋणात्मक संख्या है जिसका 
निरपेक्ष मान ऋणात्मक संख्या के निरपेक्ष मान में से धवात्मक संख्या का निरपेक्ष मान घटाने पर प्राप्त होता 
है। इस प्रकार 
(+-200)-- (--800)-5--( | “+300 | -- | +2०0० | ) 
' “+-- (800-- 200) 55--300 
ग्रंततः वर्ग (&) में एक संख्या तो धतात्मक है किन्तु दूसरी ऋगात्मक है श्र घनात्मक संख्या का 
निरषेक्ष मान ऋशात्मक संख्या के निरपेक्ष मान से अधिक है । थहाँ योगफल एक ऐसी धनात्मक संख्या है 
जिसका निरपेक्ष भान धनात्मक संझ्या के निरपेक्ष मान में से ऋणात्मक संख्या का निरपेक्ष भान घटाने पर प्राप्त 
होता है। इस प्रकार 
(--200) -- (+900)-- +- (800 -- 200) -- +-300 
दो परिमेय संख्याओं के योगफल की व्यापक परिभाषा जानने से पूर्व पाठक के लिए उपयक्‍्त संकेतों 
के झ्ाधार पर कुछ परिमेय संदयाओं के योगफल निकालना उपयोगी होगा। 


पाठक नीचे दिए गए योगफल' निकाले । 


0) (+ 600) + (- 700) ७0) (+ 700) + (-- 600) 
(8) (- 700) + (+ 600) (७) (- 600) -- ( + 700) 
(७) (+ 800) + ( + 600) (७) (- 800) + ( -- 600) 
(७४) (+ 600) + (+ 800) (०४४) (-- 600) + ( - 800) 
(४४) (*+ 3) + ( -- 4) (४) (“- ») + ( + ४) 
(४४) (-- हर ( | 3) (४७) (+ “) + ( -- ४) 
(७४४) हि ) ॥ हर (2३४४) [ 52! ) +- ( रह ) 
(४४४) | न्जै | न (४४४) | हे ) रन ( हि 
(हों 75 गो की धो 7 न: की । बी जिस हक ५ मी 


(७) )+ (+ ॥ )|+(+०) 
७० (- #)+ [[+ 3)+(+9 | 


श्रब हम दो परिसेय संख्याश्रों की यथारीति और व्यापक परिभाषा देंगे । दो परिमेय संख्याश्रों के 
योगफल की परिभाषा देते समय कई विकल्पों का ध्यान रखना होगा । इन्हें हम एक एक करके लेते हैं। 
दो परिभेय संड्याओं का भोगफल 
परिभाषा 
निम्नलिखित में », ॥ € 7, 
($) दोनों संख्याएँ घवात्मक हैं। 
( न 2) + ( + ५) 5 + (४ +- ४) 
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(४४) दोनों संख्याएँ ऋणात्मक हैं । 
(- ») + (६) “7 (# + औ). 
(४४) एक संख्या घनात्तकहै तथा दूसरी ऋणात्मक और चनए्मक संख्या का निरपेक्ष मान ऋणत्मक 
संख्या के निरणेक्ष मान से अधिक है । 
( भी क) थी ( “7 9) ₹₹ के (४ - ४), » > 9: 
(४०) एक संख्या घतात्मक है तथा दूसरी ऋणात्मक और ऋणुए्मक संख्या का निरपेक्ष मान धनात्मक 
संख्या के निरफेक्ष भान से अधिक है। 
(+ 2) + (८४) 55 - (४-० ४), ४ >> » 
(०) एक संख्या धनात्मक है तथा दूसरी ऋणात्मक और दोनों संख्याओं का निरपेक्ष वही है। 
( + ») न (“7 $) 5 0 
(०४४) यहि एक अथवा देएों संख्याएँ 0 हों ते 
( ना 9) नी 0 कन नी 
( - ») + 0 55 -- 
0-+0+<-0. 
ट्प्पणी--यह ध्यान देना अत्यन्त आवश्यक है कि 
(४) दो धतात्मक परिमेय संख्याओं का योगफल धनात्मक होता है । 
(&) दो ऋणात्मक परिमेय संख्याओं का योगफल ऋणात्मक होता है। 


प्रदावली 
], ४5-९० और ०-|-४ निकालिए यदि 
(6) ७ + ( - )9), ७ 5 ( + 77) (8) ४ 55 ( -- 88), 9 «० ( + 2) 


(४४). ७४ +« ॥ कप ) $ आल | +॑ ठैजू- ) 


(४७) % व ( ज- पह ) 3४0: न5 ( न-+ हर ) (०) ४ ७६ ( +- &46), ४ ++ ( 788) 


(७४) ४ ल्‍5 ( +- 74'38) , ७ 5 ( --2'29) 
(०४) ४ 5 ( -- 0:8), ० 55 ( +-8'44) (७४४४) %४ -5 ( -+ 8), ७ न्‍** ( +- 5) 
(४) ४ हर 0, ४ न्‍+ ( -++ 74) (४) ४ उन + 0, ४७० 0 
(५9) शी आम हैं हक ज++ है (४४४) मि : ९550 
हे डे 87! 
(80४) ४ ल्‍« 0, ४ ८ न (४9४) % व्| -- हर ५0 सन +-ड 


2. (४--०+-४७ और ४७-- (०--७) निकालिए यदि 
(2) ७४ -5 ( -- 9) ० + ( + 8), ४ २ ( -- 5) 
रा $ 8 पर 
७0 ४० [-६)"“(+ 8): ०० (-&) 
(88) & + ( +- 8:25), ४ 55 ( -- 485), ४४ -++ ( -- 2"78) 


७ 0 2 ले मर 
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3. (४--०)-+-(७--४) और [(४--०)-+-४]--४ निकालिए यदि 
(४2) & ऋ॑ [ -- 9:28), ४ 55 ( -- $25), ४७ ल्‍++ ( +- 3'36) , # _* ( + 746) 


हि 9 4 || 8 
(४४) ४ रू | 5 जज) | न जी रत | न ऊ््औः न दर) 
4, सिद्ध कीजिए कि 
. |४+ ० | ६: |]% | + |०]| ४ ४ ० € ७. 
परिभेय संख्याओं ४, 9 के कुछ विशेष युग्म लेकर इस परिणाम के उदाहरण दीजिए । 
विशेषत: संख्यात्रों ७», » के ऐसे यू ग्म दीजिए जिनके लिए 
[७ + १ | <।|४|+ | ०|. 
60 में योग संयोजन के नियम 
7, गशोग की क्रम विनिभेगता होती है अथातु 
४ +०५च७०-+ ४ ४० ६€ 09. 
दो परिमेय संख्याश्रों के योगफल की परिभाषा का यह सीधा परिणाम है। 
7. योग की सहचारिता होती है अथात 
8 के (० न की नर (७ न 7) के ४ ४ ४, ०, ७ € 9. 
इसकी उत्पत्ति देने से पूर्व हम एक विशेष उदाहरण लेते हैं। 
मान लीजिए कि 
७जन +- 0, ४५5 +- 3, ९0 ++ -+ 77. 
भव 
४ के 9 ७» ( + 6) नी (-+ 3) ज« ++ (8 -- 8) ८5 +- 2 
(७ न ४) + ७ कै ( ++ 9) + ( -- 37) ५५ - (॥7 -- 2) + + 36: 


पुनः 
के ७४ + ७ ल्‍ ( -+ 3) + ( - 27) «» -- (8 + 7) <- -- 20 
४ न (० नी ४) बे ( के 8) न (-+ 20) ++ + (20 -- 8) +५ - 76. 
अतः इस उदाहरण में 
(४ + ० + ४ ब्रू ४ ++ (० +- ४) 
९) में योग संपोजन की सहचारिता की उपपत्ति के लिए हमें कई विकल्प लेने होंगे। इनमें से हम 
केवल कुछेक ही ले रहे हैं। * 

(४) ४, ०, » सभी घनात्मक हैं) 


भान लीजिएकि 
; ४ ०० भै- %, ४ न्‍न ++ 9, ४ ++ 4 ४; 9, ४, ४ € हे. 
भ्रब 
(४ .+ 2) + ४ 55 [(( + ४) + (+ ४) + ( + ») 
मैन [ के के 9] + (+ ») *₹ + [(& न ७) + ४) 
# ने (४ न ४) नह ( न ०) + [(+ 9) + (+ »)] 
सन नाक) पे [न (५ नी थे ना नी शि नी (५ »)]- 
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क्योंकि # में योग की सहचारिता होती है भौर ४, 9, 9 ८ ? इसलिए 
(छ ++ ४ + ४ हू & +- (४ + 
अत; | 
(%& -न॑- ०) + *% हज ४ न (० 4- ०). 
(४) ७, ०, ४ सभी ऋणात्मक हैं। 
भान लीजिए कि 
कफ जय + ४8, ० 


(४ -+- ०) +॑ ४० 


ना 9, १0 वर -785; », 9, ४ € #. 
(( - ») +- ( “5 ४) + ( --») 


| ॥ 


अनज 


(४ + ») + ० न्‍ऊ [( -+ ०) +- ( -- ४)] + ( -- ७) 
नत [ + (४ ++ ५)] + (+- 2») न्‍ +(० न 9) + ४ 
£+ ( -“ &) + 7 ६“: (५ - »)] 
-ा थ्ि न (५४ + »)] 
बल -गा [के ४) न थी करू (८ ने ०) नी ४: 
(४४) % घनात्मक, ७ घनात्मक और ४७ ऋणात्मक है तथा 
[४] + |०। < |[४।|.- 


७४--(४--४०) 


| 


मान लीजिए कि 
% न नी 8, ० न्‍+े + ४, ५ कक ना ४ 
इस प्रकार 
& नै ४ € 28. 
अब 
«न /< ४थ४के ४ < ४- #४, 
साथ ही 
४ नी ४ <४& के ४ 5 2४ - ४ 
अजब ४ 
(७ न 2) - % प्|े [ + ») +- (+- ४) + ( +- » 
[+ (० न ५)] + ( +- 2) 
ना ४ -+ (४ न ४)) 
७४ ने (० +॑ “0 न्‍२ ( + ०») + (( + ४) + ( + ४) 


(नी ४) के |“ (४-- ७)] 


॥ ॥ ॥ ॥ ॥ ॥ | 


+ [४ -- ७) + छ] सन ++ [४-- (५ +- ४)] 
ना 6 + (&- 9)] 
(७ +- ०) + %९: 


दूसरे विकल्पों को भी ठीक इसी प्रकार निबटाया जा सकता है। 
योग-तत्समक का अस्तित्व 
४ +- 0 5.४ ++ 0 +- ४७ ४ ४ € 06. 
इस नियम के कारण संख्या 0 को योग-तत्समक अथवा योग के लिए निष्प्रभाव भ्रवयव भी कहते 


हैँ । 
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परिभेय संख्या कौ विपरीत संख्या 


परिमेय संख्या |-3 लीजिए । इस परिमेय संख्या के भ्रनु रूप एक परिमेय संख्या --8 इस प्रकार है 
कि दोनों का योगफल, योग तत्समक शून्य है। वास्तव में प्रत्येक पर्मिय संख्या के अनु रूप एक परिमेय संख्या 


इस प्रकार होती है कि दोनों का योगफल 0 होता है। इसलिए ( कत पक ) के अनुरूप ( शा जा 
है श्रौर (+नत् ) के अनुरूप (+क) है । 

व्यापक रूप में धनात्मक परिमेय संख्या (-|-») के. प्रनुरूप ऋणात्मक परिमेय संख्या (--४) 
और ऋणात्मक परिमेय संख्या (--४) के अनुरूप धनात्मक परिमेय संख्या (--») इस प्रकार होती हैं कि 
दोनों का योगफल योग-तत्समक शून्य होता है: 

) ( +े »*) + (८ ») 55 0. 

निस्संदेह परिमेय संख्या 0 के अनुरूप स्वयं परिमेय संख्या 0 इस प्रकार है कि 

0+0+- 0. 
गत: प्रत्येक परिमेय संख्या ७» के अनुरूप एक परिमेय संख्या » इस प्रकार होती है कि 
४ -- ४ नर 0 ++ ९? -- ४. 


उदाहरणार्थ 
यदि 
% <+5 न+ ॥, 
तो 
४ वन -7; और 
यदि 
न मम तर, 
क] 
त्तो 
8 
७ जन न ते 
%, ९ में से प्रत्येक को दूसरे का योग-प्रतिलोभ, विपरीत अ्रथवा ऋण कहते हैं शौर हम 
५ जू -- ० तथा ४ ८ -- ७. 
लिखते हैं। 
इस प्रकार परिमेय संख्याप्रों 
प़ 9 
के विपरीत क्रमशः 


हैं। 
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(४) किसी संख्या के कण और (४) किसी ऋणात्मक संड्या में भेद करता आवश्यक है। किसी 
संख्या के ऋण का कहुणात्मक संख्या होता झ्रावश्यक नहीं है और बस्तुतः किसी संख्या का ऋणु उस संख्या 
$ ऋणतद्मक ऋथवा घनात्मक होने के अनुसार क्रमश चनाताक अथवा ऋणातक होता है ५ 

सामान्यतया हम 'परिमेय संख्या का ऋण' लिखते के स्थात पर 'परिमसिय संख्य। का विपरीत' लिखेंगे । 


यह॒ उल्लेखनीय है किसी परिमेय संख्या के ईविषरीत का विपरीत वह संझया स्वर्य होती है । भ्रत: 
>- ( ++ ४) ज॒+%४ ७ ७ € ९३, 
अब हम दो परिमेय संख्याओं के योगफल के विपरीत से सम्बद्ध परिणाम को लिखेंगे भर सिद्ध करेंगे । 
प्रमेय | 
दो परिभेय संख्याकआों के योगफक् का विपरीत संख्याओं का गोगफल होता है अथात 
+ (४ ने ०) 55 (-- ०) न- ( 5 ०) ४ ४, € (9, 
व्यापक उपपत्ति देने से पूर्व हम एक विशेष उदाहरण छेते हैं। 
/ मान लीजिए कि 


क बन ++ ॥7, 0 #छ न 8 
इस प्रकार 
४-- ४ नर ( --7) + ( + 8) ४ --+ (7 ++ 6) #5 ++ 2. 
अब 
न+ा ५४ चत--(-“-7) 55 + 7 
-- ४ मर +- (न- है) न्‍+ -+ 6 
(- ४) + ( +०) 55 ( + 7) + ( +- ») 
* ऋ| न ( 7-- 5) 
मल न 2 कस 3ौ+ ( न ट्रे ) 
सहज “+ (४ +०४): 
उपपत्ति 
(७ के णे + [( - ४) #+ (--+०) 
न्‍त (० न ४) + [(- ४) + ( -४) 
घन 0 नी ० न [( 5-० +- ( -- ०) 
चने 2 + (४ + ( “ ०) + ( - ०) 
चत्ण+0िक(न्थीनत्णनके(-+० हतः 0, 
अच्ततः 
(४ + ०) + [( - 5४) ++ (-/ ४) 5 0 
स्लेणा (४ नी ०0) ++ ( + %) + (७ णे- 
प्रदनावली 
. निम्नलिखित परिमिय संख्याञ्रों की विपरीत संड्याएँ दीजिए : 
४) + 3 (४४) -- हि 


छे 
(१४४) -- 226 (४०) ( + ७) + (5) 


हक 
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$ 4 
७) (-- | )+ (- £) ७0) (+0+(- 7): 
2, कोई पाँच, धन्तात्मक तथा कोई पाँच ऋणात्मक परिसेय संख्याएंँ लिखिए और उनकी 
विपरीत संख्याएँ दीजिए । 
8,  --$ के ऋण में --8 भौर --4 के ऋण में --* जीड़िए 
4. परिमेय संख्याञ्रों के किन्‍्हीं पाँच युग्सों ७, » को लेकर उपयुक्त प्रमेय को सत्यापित 
कीजिए । 


व्प्पिणणी 
. यह ध्यान देने योग्य है कि किसी परिसेय संख्या श्रौर उसकी विपरीत संख्या के निरपेक्ष 
मान बराबर होते हैं, अर्थात्‌ 
[४ [| 5 [ +-४ [ ४ ४ € 09. 
विशेषत: 
| ४ | * | “7 (9) | 
» यह महत्वपूर्ण है कि ऊपर के विवेचन में हमने ऋण चिह्न --' का प्रयोग दी विभिन्‍न 
श्र्थों में किया है। किसी भिन्न से पूर्व रखे जाने पर यह ऋणात्मक परिमेय संख्या का 
तथा किसी परिमेय संख्या से पूर्व रखे जाने पर यह उसकी विपरीत संख्या का सूचक होता है। 


प््ठ 


भिन्‍न 
8. 68 
8, द्ठ ह। पक 
छेने पर हम देखते हैं कि 
" 8 7 00. 22 
ह। द्ठु ह। जज 
ऋणात्मक परिमेय संख्याएं हैं। पुत्र: परिमेय संख्याएँ 
8 5 
हल पटक तह ६ ःप्क न 2, -+- 4 


लेते पर हम देखते हैं कि 
“(- %-[- 6)“ [७ )/:(+%- (+०) 
पंस्मिय संख्याप्रों 
क्‍ कील अपन 5 जि आल कै +र 
की सूचक हैं । 
ऋण चिह्न “-- का एक तीसरा प्रयोग व्यवकलन को सूचित करने के लिए भी होता है। इस स्थिति 


में यह चिह्न किसी संख्या के पू॑ न श्राकर दो संख्यात्रों के बीच में श्राता है। अश्रतः हमें ऋण चिक्त 
के इन तीन प्रयोगों में भ्रम नहीं होते देता चाहिए 
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व्यवृकलन 

कोई दो परिमेय संख्याएँ ७, » लीजिए । तब ब्यंजक 

फ्न--5 ०9 
ऐसी परिमेय संख्या, यदि वह विद्यमान हो, ४? को सूचित करता है जिसके लिए 
९१ ज+5 ० ने+ ०७. 
तब हम 
१0 नस है - एक ४-० ० +- ४. 

लिखते हैं । 

हम सिद्ध करेंगे कि परिमेय संख्याओों ७, ४ के प्रत्येक युगम के अनुरूप संख्या ४0 होती है। 

पहले हम कुछ विशेष उदाहरण लेंगे । 


4, थदि 
& -« +- 0, ०७ चनत ++ 7 
तो 
(+ 8) -+ ( -४!) 
लीजिए | 
हम एक ऐसी संख्या % ढूँढते हैं जिसके लिए 
गन (न+ त)क्लर्न- 
थोड़ा सा चिन्तन यह सुझाता है कि 
४ (न 40) 
से काम चल जांएगा। 
पुनः 
( - 7) - (+ #»). 
लीजिए। 


हम एक ऐसी संख्या ७ ढूढते हैं जिसके लिए 
७ + ( + 8) 55 -7. 
यह देखा जा सकता है कि 
की 42, 
अब हम एक प्रमेय लिखेंगे और उसे सिद्ध करेंगे। 


प्रमेष 
४ --० जू ७ -- ( +- 0) # ०», ९ € 9. 
उपपत्ति 
[७+ ( --»] + ४५5 ७ + [( -- ० + ४] 55 ४ ++ 0 5 ४ 
घ्ड ४ ने ( -- ४) चन्‍+ * ++ ९४. 
तिय्म--& में से ० घटाने के लिए » में ० का विपरीत जोड़िए। 
प्रतीक रूप में 


8“ शन्न 8 न (०, ०» ९ € 0. 
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उदाहरण 
(0) ( + 79) - (के 3)) 55 ( + 49) + ( - 0) 5 + 9 


(8) ( -- )) -- ( - 0) 5 ( -- 3)) + ( + 40) 9 
(8) ( -- 8:49) -- ( - 677) + ( -- 8:49) +- ( + 67) ७ + 0-78 


कि न [-ऋ 5 | ण्‌ 0 ३ 5 की कुठु 5 + पूत 
[5] "दी - कद -०६ 
७ जज िस्कीन व-बदी ० 


प्रदावली 
], ४--४ भिकालए, यदि 
(१) ४ न्‍+ +- 9, ४ ८८ +- 2 (2४) ७४ न्‍|ू ++ 23, ० न्‍+ 0 
(४४४) ४ +5 0, ४ ५5 - हा (४०) & ल्‍5 + 0:98, ७ ++ + 0-08 
5 0 
(७) ७४ ऋ#+ ल्जह्व>शत्त नः्नत * 
2. 8४ ++ (० --+ ४), (४७ -- ४) + ५, (७ -- ? -- ४७ 
निकालिए यदि 
(») ७& ज|े न 7, ४८ न्‍+े “+ है. ९0 ब्त - 5 
हा 7 / ] 
(४) ४४०० - पदु४ १ 5 हा छच्त्- 
(४४४) कै बा «5 '26, छ ब्:ड +++ 238, 98 कवर न 4-08. 
3. | ४-४५ | निकालिए यदि 
(४) ४ जन ने ७, 0 मत +- 5 (४४) ४ करे -- नह ल्‍्-ऊ% 
३ (४४8) ४ जन -+ 4, ४ ०७ बन (2७) % #« + है)" 2 का 


टिप्पणी दो परिमेय संख्याओं के योगफल के विपरीत का विचार कर चुकने पर अब हम दो 
संख्याओ्ों के श्रंतर के विपरीत का विचार करते हैं । 
प्रमेय 


- (४ -- ४) 5 ४ ++ & ७ ४, ० € ७. 
अपपत्ति 


(2४ -- ?) +- (४ -- *८) [४ -+- ( ++ ०?) + ९ + ( -- '«)] 
& + [[- ०७) + [० + (- '))) 
४ न ६ + ०) +े ० + ( >०) 
9५ +- 0 + ( - *0)) 

७ नै: ( का के ) 
है न्‍ 


]॥ ॥ ॥ ॥ ॥ 
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[87 
और इसलिए 
9 --४ कर -(४ -- »). 
प्रदनावली 
ऊपर सिद्ध किया गया परिणाम सत्यापित कीजिए यदि 
6) ४० (+ 7), ४७ (-») ) ॥ ह- कुशल - ज5ु 
(४४४) ७& ल्‍« +- चल , 0 कम -- हे (४०) & ल्‍« -- 3:25, ७ +> + 775, 


35. परिमेय संख्याश्रों का गुणन 


दो परिमेय संख्या्रों के मुणनफल की व्यापक परिभाषा देसे से पूर्व हम एक विशेष उदाहरण लेते 
हैं तथा कुछ ऐसे विचार प्रस्तुत करते हैं जो व्यापक परिभाषा के प्रेरक होंगे और उसे सुझाएँगे | 


निम्नलिखित गुणनफल लीजिए 
(0 (-+ 3) & ( + 2) 
(४) ( + 39) & (--»). 
(४68) ( -- 3) & (-- 2) 
(४०) ( ++ 3) & (+ 2»). 
एक ऐसी कार की कल्पना कीजिए जो किसी वेग ४ से चल रही है। उदाहरण के लिए मान लीजिए 
कि कार 30 कि० मी० प्रति घण्ठा की चाल से पूर्व की ओर चल रही है। 
(+ 2) & ४ 
उस वेग का सूचक, है जिसका परिमाण वेग ७४ के परिमाण से दुगना प्र्थात्‌ | +2 | गुणा है और 
जिसकी दिशा पही है जो & की है। 
( + 2) % ४७ 
उस वेग का सूचक है जिसका परिमाण & के परिमाण का दूगुना भ्र्थात्‌ | --2 | गुणा है और 
जिसकी दिशा ७ की दिशा के विपरीत है। 


अब हम निम्नलिखित वेग लेते हैं । 

() (+ 3) & (+ 2) € ४ 

(४) ( + 3) & (-- 2) & ४ 

(६) ( -- 9) & (+ 2) % & 

(7) (- 3) ८ ( +2) » ४ 
इन चार वर्गों में से प्रत्येक की स्थिति अनुरूप श्राक्रृतियों में दिखाई गई है। 
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(४) 
8] 


8: अप 
'किरन्‍क-क-न-म-ञा वि नककननल+ग>कै++-9७ नमन नकीनननन न नन++$+ दै+ पलट ण पिन गए एएखका। 
(+3)» (7-2) ४०७ (> 0) » ७ 


हे)... -->> 
(8॥॥ 


मध्य लाता 
(-2)>% 0४ 


नननयाएओं 
आए आए कण ाणशण एणणाणओ 
(-“ 3)» (०2) ४ ४७०(+ 60)» ७ 


() लि 


छ 


न्जनत 
320%2<उत्ा3 +६०+ ४ न 
(+ 2)» 


2 आज की - पफापआ-अर जीन डक जल ट मी मजा 


(- 3)» (+2) % ७४७ (- 6) ४ 0 
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श्रतः बेग को किसी धनात्मक संख्या से गुणा करने पर वेग की दिशा वही रहती है किन्तु ऋणात्मक 


संख्या से गूणा करते पर वेग की दिशा उलट जाती है। इसलिए, विशेषतः, दो ऋऋणात्मक संख्याओं से 
उत्तरोत्तर गुणा करने पर वेग की दिशा वही रहती है। 


अतः, ऐसा लगता है कि निम्नलिखित समताएँ होंगी । 
( + 9) % ( ++ 2) 5 + (3 » 9) ++ ( + 9) 


( ++ 3) & ( -- 2) 5 - (3 »८ 2) 5 ( -- 6) 
( “- 3) % ( -+ 2) हर क॑ (3 *८ 2) +> ( +- 6) 
( - 3) &€ ( + 2) 55 -- (3 » 2) ७5 ( - 0) 


इस प्रकार दो संख्याञ्रों के गुणनफल की निम्नलिखित परिभाषा प्राप्त होती है। निस्संदेह, हमें 
विभिन्‍न प्रकरण लेने होंगे । 


॥. «७, ० दोनों घनात्मक हैं। 

9 & > 2 हन +- (]% | » |०॥) 
9. ७, » दोनों ऋण'त्मक हैं। 
७6 >< ७ ज्| +- ((४| » | ०|) 


पा, ७ बअनत्मक और ७ ऋणत्मक | 

४ »€ ४ त"्उ “7 ( [४ [ ४८ [०[) 
पए, ७ ऋणाएत्मक है और ७ धनात्मक | 

७ $# ०७ + -- (।% | »८ | ० | ) 


ए. एक संख्या शून्य है। दूसरी संख्या कुछ भी हो, गुणनफल शुल्य ही' होगा। 
७ »<८७ के स्थान पर हम ४.० अथवा ४० लिख सकते हैं। 

नियम निम्नलिखित रूप में भी लिखे जा सकते हैं : 

तीचे ४, ५ € ह#', 


(2) (+ ४) » ( + ७) 


| + (४ >< ५४) 
(४४) ( - ४) & ( -+- ५) "5 + (& »€ 2) 
(४78) (+ ०») »& (-- ४) कै + (८ » 9) , 
(४) (+-») » ( + 9४) करू -+ (& २ ५) 


टिप्पणी स्पष्ट है कि दो घनात्मक अथवा दो ऋणात्मक संख्याओं का गुणनफल धन्तात्मक ही 
होता है। साथ ही एक धनात्मक और एक ऋणात्मक संख्या का गुणनफल ऋणात्मक 


होता है। 
प्रद्तावली 
. निम्नलिखित का परस्किलन कीजिए । 
हद हद 3 प्‌ 
6) (+ 20) ( - 77) ७) ( - £) (ह) 
6४) (+ 7-09) » ( दर न्र्) 6०) ( + 70) ( -- ०-9) 


(०) (-- 0.20) ( -- 8) (४४) ( -+ जे ] ( न न) 
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बीनगरित 

2... (४०८४७) २८ ७,४ » (७ >८ ७») निकालिए यदि 

(४) ४ व८ -- 3, १ जन न 8, धजन्न७छि 

मर $ै 4. 9 

(४४) ४ ज+ -- जे शक्ल द्वः १४ 5 -++ ््बु 

(६४) ४ कऋ-- 0.7, 0 क्‍्ल-- थक, ४च्ऊ0 

(४0) ४ ल्‍5 +- 876, ० चन -+ 0:92, ४४++ +- 0 

(०) ४ न 8, ० जू-- 4, ९७ ज+ -- 4.86, 


3. निम्नलिखित गुणनफलों के योग प्रतिलोम श्रर्थात्‌ विपरीत लिकालिए | 
(0) (- /)(- ») (४) (- 2) (+ 9) 


0-4) (कह) ७ (++) +#) 


4, (%-- ०) (४४--/) -निकालिए यदि 


० (4 ] हक 
(४) ४ ज +- जुछ! शिचओआचओुर ४च्तल-फुर या 
(४४) ४ ८ -+ 0, ४ <-5 +- 2, ७ च्न ने 2, हू -+-+) 
(४४४) ४ ज++ -- 4, १ ल्‍झ-0, १७ ज्॑ न 4, | सबसे +-+ 2 


8. निम्नलिखित कथनों को सत्य बनाने के लिए रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए । 

















() +9 ३६ नल +- 30 (8) +93 >< लू: है 
(४४) + ४ »% तन 9 (४) -+-9 >» नल न # 
(४) +“ £ नत्न (के) + पक ५८ मम ह- ।, 





[. 0. में गुराम संयोजन की क्रमविनिमेयता हीती है अर्थात्‌ 
९ % 0७ >> 0 % ४ ४ ४, ० € 0. 
इस कथन की सत्यता #' में गूणन की ऋ्रिनिमेयता का सीधा परिणास है। #' में गुणन की 
ऋमविनिर्मेयता के फलस्वरूप निश्चय ही 
|] » |०| +- | ० | # | ४५% | ४ | , | ० | € ए. 

पर, 0. में गुणन-संयोजन की सहचारिता होती है अर्थात्‌ 

(७ » ०७) % ४ ज+ 8 »€ (० ४ ४०) ४ ४, ४, ४ € ७. 

पहले हम एक विशेष उदाहरण लेते हैं । 


मान लीजिए कि 
७ ज++ थे, ०७ 5-5 -+ 06, ९ 55 -- 5. 
ग्रब 
७ »% ४ +5 ( +- 3) % ( +- 6) ** -- (8 »८ 6) 55 -- 8 
(८ >< ४) & 2४४ 55 ( -+- 8) » (- 5) 55 + (!8 % 8) 55. -+- 90 
४ ४ ७ 5 ( +- 0) % ( -- 8) 55 -- (6 %८ 8) ++ --+ 90 


४ >६ (४७ » ४७) 5 ( +- 3) & ( - 380) < + (३ » 90) ज| न- 90 
इसके परिणाम स्वरूप दी हुई परिमेय संख्याझ्रों ४, », ४० के लिए 
[६७ > 9) >€< # ज5 ७ »> (४ » ४) 
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अब व्यापक रूप में विचार कीजिए। मान लीजिए कि ४, ०, » कोई तीन परिमेय संख्याएँ हैं। 
यदि ७, » & में से सभी संख्याएँ धनात्मक हों प्रथवा दो ऋणात्मक झौर एक धनात्मक हो तो यह 
सरलतापूर्वक देखा जा सकता है कि 
(७ > ०) ४ ४ 55 + [[|[४| »% |०|) २४ |०|] 
& 2 (० » ४) 55 + [|%| »& (|० | »% | ७ | )] 
साथ ही, ४ में गूणत-संयोजन की सहचारिता होने और | ४ |, | ० | , | ७ | सभी के 
+$ में निहित होने के कारण 
(|४ | 26 [०|) & |४| *ू | ४ | & (|[४| » | ४ |). 
परिणामत:, इस प्रकरण में 
(४ >( 9) & ४ 55% »( (४ » ४) 
यदि ७, ०, »” सभी ऋणात्मक हों श्रथवा दो धनात्मक और एक ऋणात्मक हो तो भी इस परिणाम 
की सत्यता देखी जा सकती है। 


इस प्रकरण में 
(७ > ०) & ४ +> -- ( [५] %& |४७| »& | ७। ) 
सन % ८ (० > ४). 
गुणन-तत्समक 
परिसेय संख्या --] का गुणन नियम 
प्रमेष 
७ >< (-- ) ** ७४ ४ ७०% € 9. 
उपपक्ति 


प्रकरण 7. यदि ७ घनात्मक हो तो 
गूणनफल की परिभाषा के अनुसार 
%& » ( + 3) क्र + ([9% | »१) *< + | ४ | उन ४. 
प्रकरण 47, यदि ७ ऋणात्मक हो तो 
|% | कौ ++ ४ 
गुणनफल की परिभाषा के अनुसार 
४ » (+ 4) 5 +- ( [४ | » ४) 
नल न- | ४ | बन 4. 
प्रकरण 77. यदि ७ शुन्य हो तो 
७ %८ ( +- 7) 5५0 % (+ ) ++ 0 ८5 ७. 
आऋ-शुन्ध परिमैय संख्याओं के गुणन-प्रतित्ञोम आथवा च्युक्रभ 
प्रमेय 
प्रत्येक प्र-शुन्य परिमेय संख्या ७ के अनुरूप एक ऐसी अ्रनशूत्य परिमेय संख्या ० होती है कि 
१९ »८ ४ ज| ने . 
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उपपत्ति 
प्रकरण ]. यदि ७ धतात्मक हो तो 
% चनू |[॥|.- 
निश्चय ही | ७ | ६ ४, ऐसी परिमेय संख्या ० का विचार कीजिए जिसकी परिभाषा निम्नलिखित 


जि 


«४, ० दोनों के धरननात्मक होने पर 
॥। 
९ 9८ ४ ++ -- [ |७] गजझ्ञाः ) चत्नीे 3. 


प्रकरण », यदि & ऋणात्मक हो तो 
९ चन -+ | % |, | ४ | €दृएछ, 
हम 
रस 
| ४ | 


लेते हैं । 
४, » दोनों के ऋणात्मक होने पर 


९8 % ४ -5 +- ॥ । े | »६ बा ) न्न्न 


परिभाषा--अश्र-शून्य परिमेय संख्या & के अनुरूप एक ऐसी अ-शून्य ० परिसेय संख्या होती है कि 
% 2८ 9» न्‍# | और जिसे ७ का व्युत्कम कहते हैं । 
वास्तव में, ७, ० में से प्रत्येक दूसरे का व्यूत्कम होता है। 
सार-रूप में ७, ० में से प्रत्येक दूसरे का गृणन-प्रतिलोम है। 
टिप्पणी यह बात अत्यन्त महत्वपूर्ण है कि परिभेय संख्या शून्य का कोई व्युत्क्रम नहीं होता 
कारण यह है कि * 
७ > 0 >5 0 *#& ५ € ७9, 
अब हम शून्य के व्युत्कम का अस्तित्व होते से उत्पत्त स्थिति की परीक्षा करेंगे। 
यदि संभव हो तो मात लीजिए कि 0 का व्यूत्कम ७ है । 


तब 
१ >( 0 5-5 ३१. 
साथ ही 
 > 0+-0 
अतः; 


ह्ेश्टि 
> 
7] 
| ॥ 
पट 
ध्व्नज 
है 
> 
॥| 
ह्न्म्ने 


परिमेय संख्याएँ ह 03 


हम देखते हैं कि शून्य के व्युत्कम की संभावना स्वीकार करने पर मिथ्या कथन 0+-3 प्राप्त हुआ। 
अतः 0' का व्यूत्कम नहीं हो सकता | 


सकारात्मक रूप में हम यह देख सकते हैं कि प्रमेय ने प्रत्येक श्र-शुन्य परिमेय संख्या के व्युत्कम 
का अस्तित्व प्रदशशित किया है। 
अब हम उपयुक्त परिणाम के विलोम को प्रदर्शित करेंगे और सिद्ध करेंगे कि 
७४० न्‍| 0 +> % 5६ 0 तथा/अथवा ४ -+ 0. 
ऐसी दो परिमेय संख्याएँ ४, » लीजिए जिनके लिए 


१७० ज+ 0. 
मान लीजिए कि ७२5 0 
# के अ्र-शुन्य परिमेय होने पर इसका व्युत्कम होगा, जैसे ७. 
ञ्र्ब 
%०ल्‍- ०0 


नह % (४०) न्‍+ ४ 2८ 0 
न (५४७) ४ ५5 0 
स् (-ने ) 055 0 
घ्ले 95 0. 
इस प्रकार ४ को अ-शून्य मानने पर निष्कर्ष यह हुआ कि ४५-०0, ठीक इसी प्रकार यह भी सिद्ध 
किया जा सकता है कि ४ के श्र-शुत्य होते की कल्पना के फलस्वकूप ४550, 
. इस प्रकार यथाकथित परिणाम सिद्ध हुआा। 


वस्तुतः 
२४ जन 0 >> ५४ ++ 0 तथा/अथवा ७-०0, 
प्रदनावली 
निम्नलिखित अ-शुन्य परिमेय संखायाओं में से प्रत्येक का व्युत्कम दीजिए । 
कि >्टओ, (8) - रस 068) + -- 
(४७) + 289 (0) - 9:25 (४४) - 0*86 
७कक) - न्यू हल (६8) -- 7085 
(४) (--3) + ( -- 5) (४8) ( + ४) 5) 
(७8) (+4) -- ( + 8) (७88४) ६ पा] ॥ ) 
पं ॥।| 
(० [ + छू) 2४ (“हढ) ७० (६ हु) ४ (- 3४ 
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विभाजन 
दो परिमेय संख्याएँ ७, ” लीजिए। हम मान छेते हैं कि » अ-शूत्य परिमेय संख्या है। 
अब हम व्यंजक 


क- प, 
का भ्र्थ स्पष्ट करेंगे। 
% -- ९ ऐसी संख्या ७, यदि वह विद्यमान हो, को सूचित करता है जिसके लिए 
है: ऋूऋ $% 
ग्रतः ' 


१ “० ४ च्॑+ ९ ६ ४ +२ ०६४, 
व्यापक रूप में विचार करने से पूर्व हम कुछ विशेष उदाहरण लेते हैं : 
6) (+6) + (-- 0 5 - 3 क्‍योंकि ( -- 9) »: (-- 8) 5 + 6 


) (+0+ (०-05 - जू क्‍योंकि (-औेअ[ >जु)चके४ 


(55 लक तक 


व्यापक रूप में यदि ५, ॥/ ६ 7 तो 


(नी ४8) भा [+ 9) 7 + (० + ४) 
( -- ४ ) + ( +5 9) हः + (» -+ ४५) 
(नी हि) की (“५ 9) कौ + (» -+ ४५) 


(- 2) के (भी 9) हू - (8 + ४) 
साथ ही हम यह देखते हैं कि दोनों संख्याग्रों ७, » के धनात्मक गअ्रथवा ऋणात्मक होने पर 
नि न ० 
धनात्मक है, और यदि संस्याएँ ७, ४ में से एक धनात्मक श्रोर दूसरी ऋणात्मक हो तो ४--० ऋगात्मक 
होगा । 
भागफल के रुप में किसी अन्शून्य परिमेय संख्या का स्युक्तम 


कोई भ्र-शून्य परिमेय संख्या ० लीजिए । हम सिद्ध करेंगे कि ” का व्यूत्क्रम परिमेय संख्या 
(नी ) +े ९« 
होगी । 
यहाँ 
(+) + ०0 " ७#> ४३८ 0 चू +] 
गौर इसलिए ९ का व्युत्तम ४ है। 
अ्रतः अ-शूल्य परिमेय संख्या » का व्युत्कम् परिमेय संख्या 
( नै) +े ९. 
है। 
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ग्र-शून्य परिमेय संख्या के व्युत्क्रम के लिए प्रयुक्त इस व्यंजक के' फलस्वरूप 
8 -+ ० जन्‍र+ ७४ » ( + 7 -+ ०) 


झौर इसलिए 
पन्ना ० 


& के साथ ५ के व्युत्कम का गूणनफल है। 
%--९ के स्थान पर हम बहुधा वैकल्पिक प्रतीक 
2 
ह्वा अथवा ४४. 
का भी प्रयोग करते हैं । 
छिपणी 2. यह ध्यान देने योग्य है कि 
चाप पु 
केवल झ्-शून्य परिमेय संख्या ७ के लिए ही सार्थक है। अतः यह कहना उचित होगा कि 0 से विभाजन 
एक निरर्थक संक्रिया है। 
एिप्यणी 8. अ-शून्य परिमेय संख्याओं के समुच्चय को पृथक नाम देना उपयोगी सिद्ध होगा। इस कारण 
हम इस समुच्चय को 
9. 
द्वारा सूचित करेंगे । 
अतः समुच्चय 099 समुच्चय 99 से केवल संख्या शून्य के प्रसंग में विभिन्‍न है क्योंकि 0 ही एक ऐसी 
संख्या है जो 0 में तो निहित है परंतु 9५ में नहीं। निस्संदेह 
0०, - ०. 
दो आ-शूल्य परिमेग संख्याओं के गुणुनफल्न का व्युक्तम 
प्रमेय 
दो आ-शुन्य परिभेग संझयाओं के गुशनफलल का ब्युत्म उनके व्युत्कर्मों का गुणनफल हंता है। 
उपपक्ति 
मान लीजिए कि ४, १० कोई दो अ-शून्य परिमेय संख्याएँ जिनके व्यूत्क्तरम क्रमशः », ई# हैं । 
तब 
४० चत के 9 
को बन ने 4. 
खतेः 
(५०) (४) क्ूू [ +। ) ( + ) 55 + *- 
0 में गुणन-संयोजन की क्रमविनिमेयता और सहचारिता के कारण 
न £ + (४०)(१०४) 55 (५४४) (४) 
इसलिए 
४०० का व्युत्क्रम ४४ है 
अर्थात्‌ 
न + + (७४४0) जह| ४ 
न [ + 7 + ४) + + + ०) 
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वैकल्पिक व्यंजक का प्रयोग करने पर 
नीत और +ऋ# 
कक ' छा. 
उदाहरणारथे 
कर मम 
(कफ +8 >> ] 8/ 6 
कि की 6 कप कि के 
(9-8) _ -+' ४5 ४७ इक 6/ 6 9 
वितरण नियम 
प्रमेष 


४(९ न को रू ४० "++ ४७ ए ४, ०, ४ € 09, 
पहुछे एक विशेष उदाहरण लीजिए । 


यदि 
% स्‍| +- है, ४ सम -- 8, ४ ++ + 2, 
तो 
१ + ७ बन (-- 8) + (+ 9) 5&+-+-) 
४४ न ० (7-9) (9) _#+ » 
%७४ | [ +- 9) [ -- 5) नत्नी 76 
४४४ ल्‍७ ( +- 3) (+ 9) स्तन 0 


. ७ + ४.७ ८ (-+ 8) +- (-- 6) ७ + 9, 
%, ०, » के उपयक्त मातरों के लिए 
४(४ + ४) | ४० + ७ 
सिद्ध हो गया । 
इसे व्यापक रूप में सिद्ध करते के लिए हमें बहुत से प्रकरण लेने होंगे । 
हम केवल एक प्रकरण लेते हैं जिम्त में & धनात्मक और ०, ७ दोनों ऋणात्मक हैं । 
मान लीजिए कि 
७ ज| नी ४, ४ र+ +- $, % ॑५ ++ 2. 
तब 
४ +- ४ +* - (५ + ४) 
४(४ +- ४) 5 ( + ») [ -- (४ + »))] 
न “ [20३ + 8)] 55 - (४४ + »«) 
४४ ++ + (४9) 
६४0 | “+ (28): 
साथ ही | 
४४ + ४४ -++ -- (४9 + £४) 
ब्| ७४० न ४) 


परिमेय संख्याएँ 97 


दूसरे प्रकरण भी इसी प्रकार निबटाये जा सकते हैं । 
96. परिसेय संण्यात्रों के समुच्चय में “अ्रधिक है...से! संबंध 
परिभाषा याद ४० € (७ तो हम कहते हैं कि 
४ अधिक है श्से 


थदि 
४--९ धनात्मक हो । 


& अधिक है ९ से को सूचित करने के लिए हम प्रतीक रूप में 


५ >> 
- लिखते हैं । 
ग्रतः 
७ > ० <+ ७४ + ५ धनात्मक है। 
साथ ही 
० न्यून है ७ से *? & अधिक है ० से श्रथवा प्रतीक रूप में 
णए< ४१ बक्ःक%- >> ० 
उदाहरण 
(0) +7> + 8 क्योंकि ( +- 7) - (+ 8) 5 ( + 7) + (- 5) 5 + 2 
(७) + 58 > - 2 क्‍योंकि ( + 8)-- (- 095 (+ 5) + (+ 955 + 8 
(४४8) जे है ५ 5 बयी कि (० 0०० रहे पी इक >ह आका ग 9)ल्‍5 नी 2. 


यह ध्यात देता आवश्यक है कि 
+श>ने४कौट४>9४ 
+ कफ ज-+ 9४ बकेश< 9. 
यह अत्यंत स्मरणीय है कि ऋणात्मक परिमेय संख्या किसी दूसरी ऋणात्मक परिमेय संख्या से तब 
ग्जौर तभी ग्रधिक होती है जब उसका निरपेक्ष मान दूसरी के निरपेक्ष मान से न्यून हो । जैसे 


- 78 > -- 77 क्योंकि | -8 |<| -7१7 | 
8 8 
ब- चज्-+- फ्रे आीा॑ छ ग्रोंकि 5. न 2०-०_न्‍« न 


व्यापक रूप में 
न छ >> -+ ४ 4 |-०»४| 5 | ४ |, ०» ४ € ह. 


साथ ही प्रत्येक धनात्मक परिमेय संख्या, प्रत्येक ऋणात्मक परिमेय संख्या से अभ्रधिक होती है प्रर्थात्‌ 


४, 9 कोई भिन्‍न हों तो 
-+ 9४ >> -- ४ 
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उदाहरणार्थ 
9 7 
5 आओ 
पर 9 
हे कु. ली हे हुए 
9 7 हि 
न ह्ठ जी अल+ ्ठ 
पर 9 


हम यह भी देखें कि प्रत्पेक धनात्मक संख्या 0 से श्रधिक होती है और संख्या 0 प्रत्येक ऋणात्मक 
संख्या से अधिक होती है प्र्थात्‌ ४, ५ कोई भिन्‍न हों तो 
के 2 07-४५ 


वास्तव में 
(+छ) - 05 न: 
0 -- (-- १ 5 + 9: 
उदाहरणार्थ । 
ग्‌ 9 
न रु >07> ह्' 
प्रश्नावली 
. निम्नलिखित को ग्ररोह्री-क्रम में लिखिए 
] 
(8) “रे 23: तु छत 028, + 3, 0, - ।7, -- 9, + 8 
हि 0 | 7 5] 
(५०) -- ७, न 3 न 4 ८ न 9! न 6. 
(४) + हे ५ सैर हि 0, -- 3, -+- 0, -- 0:25 
४ ] $ | ॥। ] ] 
(१०) जा हा ना प्र है जप बिल नी ज्तर दे क्र र्नाः हु 
“। 2 ११7 
(0) +- सुद्टा 7 के 5” बट नै श्न्दु 


(७) + 2, 0, -- 2), - 7, -- )9, + 2], -- 6, -- १29. 
2. निम्तलिखित कथनों में से कौन-से सत्य हैं ? 
(४) - 8 > + 03 (७) +- 0 > + 02 
(४४) + '87 < -+ 2-378 < + :38, 
“अधिक है... संबध के निगम 
व्रिविकल्प नियम 


परिमिय 
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प्रभेथ :. फिन्हीं दो परिमेग संख्या प्रों ७, » के लिए निम्नलिखित तीन जिकल्पों में से एक ओर केवल 


हक ही होता है। 


उपर्पक्ति 


(2) ४ 7 ४ (६४) ० >> (४४) ४ < ४, 


किसी परिभेय संख्या के प्रसंग में निम्नलिखित तीन विकल्पों में से एक श्जौर केवल एक ही होता है : 
(४) संख्या धनात्मक है. (४७) संख्या ऋणात्मक है (४४४) संख्या शून्य है'। 

अ्रतः ४-० के प्रसंग में निम्नलिखित तीन विकल्पों में से एक गौर केवल एक ही होगा : 

(४) ४-० घनात्मक है (७) ४-० ऋणात्मक है. (४४४) ४-० शून्य है। 

हम इन तीतों प्रकरणों को एक-एक करके लेते हैं । 

(४) ४-० धनात्मक है <>क्> ० 


(४) यदि ४-० ऋणात्मक हो तो 
नए [४ --०) हर ४ ++ ४ 


धनात्मक होगा । साथ ही ०--% धन्तात्मक है ** ४ >> ४ 


(४7४) ९४--४७५-० 4 १ ल्‍< ९, 
संक्राभकता 
प्रमेय 
४ > ० और ७ > ४ ७४७४५ ९०. 

उपपन्ति 

७ >> ४ -> ४ -- ४ धनास्मक है 

७ > %४ +> ७ -- ४ धतात्मक है 

साथ ही ४ -- ०, ७ -- % के धनात्मक होने पर 


[७ + ( ८ 0) + [० + ६ -- «४)] 
४ ने [(-०+श/]+(-“ ०) 

४ + 0 + (-४९) 

% -+-+ ( +- ५४) 5 ९ - ४ 


(७ -- ०) + (४-५०) 


रॉ 


॥ ॥ 


धनात्मक है और इस कारण 


उपपन्ति 


१ >> ४, 
योग संगोजन के श्य संगति 
प्रमेष 
४ 7० ० जज ४ ने ४ >> ० + ४, 


४ > ० + ४ -- ४ धनात्मक है। 


साथ ही 


(७ -+ ४) ++ (४ +- ४) हर (४ ने ४) + [ -- (७ + %)] 
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(७ +- *) + [(( + 0 + ( --%४)) 
(७ +- ४) + [( - *) + ( - 2) 
& + [४ + ( +४शे + ( -- ')] 
४ + [0 + ( - ०) 


5 8. 


॥ ॥॥॥ ॥ 


चले 
न 


ग्रतः हम देखते हैं कि 
(४ + ९०) -- (2? + ४) 
धनात्मक है और इस कारण ' 
४ + ४ > ९ +- ४. 
गुणन संयोजन के साथ संगति 
प्रमेय 
हि 8 > 9७, ९ > 0 >> ५४४४ 7 ०१७. 
3पपत्ति 
४ > 0? +> ४-० धरनात्मक है । 
साथ ही ४-०, ४ दोनों के धनात्मक होने पर 
(७४-- ०) ४४ करू % ४४ --४७ १९ 
भी धनात्मक है और इस कारण 
४ 4१ ५४ >> ४ ४७, 
उप्र॒ग्न ० 
४ > ०, 0 < 0 + ४४ < ०७, 
37. धनात्मक परिमेय संख्याओं के लिए प्रचलित संकेतन 


मान लीजिए 
5: 
/ 
कोई भिन्‍न है जहाँ ७, 8 € 7४ 
इस भिन्‍न के अनुरूप दो परिमेय संख्याएँ 
॥//] 
ककु>- 


धर हैँ । 
अब हम धनात्मक संख्याश्रों के पूर्वेस्थित चित्न ५-+- को छोड़ने का निश्चय करते हैं। इस प्रकार हम' 
जे & € फि, 0 &€ 7 
को ही धन्ात्मक परिमेय संख्या मातना स्वीकार करते हैं। 
यहाँ से आगे हम प्रत्येक भिन्न को एक धनात्मक परिमेय संख्या ही समझेंगे । 
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जैसे, 
9, जा , 285 
को क्रमशः धनात्मक परिमेय संख्या 
+॑ 3, +-ु + 236, 
से अभिन्‍न समझा जाएगा | 


ऐसा समझ लेने पर, उदाहरणके लिए 
38-$५+-+ह6 -7 


और 
( के 3) -+ ( + 4) + ( + 5) + (+ 7): 
अ्रभिन्‍न हैं। 
यह देखना आवश्यक है कि उपयु कत स्वीकृति से कोई भ्रम न होने पाए। उदाहरण के लिए, कथन 
] 8 
न हज ह 
] 5 
ह ब्रअडद्ुनच्कऋ 
सत्य हैं यदि हम 


4 8585 %+ 
छू! इ'ह 656 
को भिन्‍न अथवा इनके अनुरूप' धनात्मक पस्मिय संख्याएँ 


] 


ते 8] 4 
न छः नै ठ्ठे? न छः न 


ह 
मानें । 
इसका कारण दो धनात्मक परिमेय संख्याओं के योगफल और गुणनफल की परिभाषा देने की विधि है, 
जिसे नीचे पुनः लिखा जा रहा है: 
( +ी ४) के (के 8) कर के (» रन 2॥ 
(के ०) & ( + ७) | के (» » ०). 
पुनः अधिक है. . से संबंध के प्रसंग में हम जानते हैं कि 
नी के > नी ४ ## ४ >> (- 
38. परिभेय संख्याओं के पुरणंघात 
प्रतीक का अर्थ 
थण्ड्ण € 9,०% € 7. 
विवेचन तीन भागों में किया जाएगा। 
(४) घातांक % धनात्मक पूर्ण संख्या है। 
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(४४) घातांक #% शून्य है। 
(४४) घातांक » ऋणात्मक पूर्ण संख्या है। 
प्रकरण 7--मान लीजिए कि घातांक कोई धनात्मक पूर्ण संख्या है। परिभाषा के अनुसार 


श जन 2 % क % क % छ और ,०४००००००००५ % », ९ € ७0. 
६०-२२ २८+ नपनन नस +न्म पल +सन कलर किस 
१-बार 
अतः 
के सवके, 
8१-58 


क्श्च्न्क क त् 
४5- 4 )८ ४8 ५८ ४ 
ग्रौरआगे भी इसी भाँति । ' 


४" को & का »-वाँ घात पढ़ते हैं। साथ ही बहुधा ४४ को &-वर्ग श्रौर ४? को ४-घत 
पढ़ते हैं। हमारी इस परिभाषा के फलस्वरुप निम्नलिखित परिणाम सीधे प्राप्त होते हैं । 
(8) &7॥ % &0 --४४१ ९ &77 


(४४) यदि 9250 
कक 
खफा बच 47 + शा यदि % >> 77 
4 
०] - ] 
का 
2 
हम द्व्ड क्लास यदि 4१70 >> १४७, 


यहाँ ४५, » धनात्मक पू ण॒संख्याएं हैं । 
प्रकरण धा---मान लीजिए कि घातांक शून्य है। हम प्रतीक ४" को सार्थक बनाना चाहते हैं । 
यदि हम चाहें कि परिणाम 


04] 
न+-- हब पधिआ 
का 4५ 


%->%४ हीने पर भी सत्य रहे तो 
! ] 5 ४१, 80. 
होना अनिवार्य है। 


' अतः » के कोई अ्र-शून्य परिमेय संख्या होने पर परिभाषा यह हुईं कि 
श्र हज ] के 


४ के परिमेय संख्या शुन्य होने पर हमने प्रीतक ४? को कोई अर्थ नहीं दिया । 


परिमेय संख्याएँ 903 


प्रकरण पा--मान लीजिए कि घातांक कोई ऋणात्मक पूर्ण संख्या है। यदि हम चाहें कि १8:>% होने 
शा 0 ९, 
पर भी परिणाम यूक्व 5 ”” ” सत्य रहे तो हि तन 2079-०2“ /; ५ कोई धनात्मक पूर्ण संख्या है 


॥। हु 
न शाह नल पयूक है क्री 0 होना श्रनिवाय है। 


ग्रतः परिभाषा यह हुई कि 
] 
क्र व हम स छ ऊई 0. 


यह ध्यान देने योग्य है कि घातांक “--% के ऋणात्मक पूर्ण संख्या होते पर प्रतीक 





का । 
तभी सार्थक है जब £ के मान भ्र-शुन्य हों । उदाहरणार्थ प्रतीक 
छा 9 
को ० के शून्य होने पर कोई भ्रथ नहीं दिया गया। 
उदाहरण 
! ] || 
52 कक हक 
हा ० हा 
(“5 3) ! 
] 
लिन हक बेड... 3 -9»«> नमक उेपनपर 2 ७०००: + काने 
५ कब आप बह सतह बुत 
प्रदनावली 


निम्नलिखित कथनों में से कौन-से सत्य हैं ? अपने उत्तर का समर्थन कीजिए । 
(0) (४) (7?) रत की ४ ४ € ९५ 
(११) (४१)१ ज+ 0 9 € 09, 


(४४४) रे) नन्छी हट 0क9 
(१०) (४77)(874) 5 ४7१ ४ # € 0. 


2 आन अधि 2० 
४ ] 
(०४) (४४) * (४४) हक 5 ९2.५ 
०० ] 
(०४४) 277,3:4 -- च््जु 
| 


(४४४४) 8-00 -- 





भ्ज॑9) ध्ट ५. 
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39, रेखा के बिच्ुओं द्वारा परिसेय संख्याओं का निरुपण 

पृष्ठ पर मुद्रित पंक्तियों के समांतर खींची हुई कोई रेखा लीजिए | हम रेखा पर किसी बिन्दु 0 को 
निश्चित करते हैं और इसे मूल बिन्दु कहते हैं। 

बिन्दु 0 रेखा को दो भागों में इस प्रकार बाँठता है कि 0 से विभिन्‍न बिन्दु इसके दाई अथवा बाई' ओर 
ग्राते हैं। 

बिन्दु 0 की दाई श्रोर का रेखा-भाग धन पक्ष और 0 की बाई शोर का रेखा-भाग ऋण पक्ष कहलाता है। 


जणजभजण/ण/:डई/---+प ता 


है] है] छू 0 एछ ह छः 


हम कोई लंबाई---एकक छेते हैं ग्रौर मान लीजिए कि 0 के धन पक्ष में 7, कोई ऐसा बिन्दु है जिसके 
लिए 00, एकक-लंबाई है। 
0 की दाई' ओर एकक-लंबाई 00, के बराबर-बराबर दूरियाँ चलने पर जो बिन्दु प्राप्त होते हैं मान 
लीजिए कि उन्हें ऋमण:ः । 
6:0५७४०४:४०३४;-४४#४०४४ 
ह्वारा सूचित किया गया है। 
कहा जा सकता है कि ये बिन्दु ऋमण: घनात्मक पूर्ण संख्याओं 


के अनुरूप हैं । 
बिन्दु 0 को पूर्ण संख्या शून्य के अनुरूप कहा जाता है। 
टीक इसी प्रकार 0 की बाई ओर 00, के बराबर दूरियाँ चलते पर बिन्दु 
7,, 7,, 75, ?,,......... 
प्राप्त करते हैं । 
हम कहते हैं कि ये बिन्दू क्रमशः ऋणात्मक पूर्ण संख्याञ्रों 
> | 5०0, कू 88 +कह 4 5 
के अनुरूप हैं। 
इस प्रकार, उदाहरण के लिए, यवि, कोई बिन्दु 2? धनात्मक पूर्ण संख्या 78 के अनुरूप हो तो इसका अर्थ 
यह हुआ कि बिन्दु 2' बिन्दु 0 की दाई' शोर है और अंतर 0? लंबाई के 5 एकक है। साथ ही. यदि ऋणात्मक 
पूर्ण संखया--!5 के अनुरूप कोई बिन्दु ( हो तो इसका अर्थ यह हुआ कि बिन्दु (0 बिन्दु 0 की बाई ओर है और 
अंतर 060 लंबाई के 8 एकक है। 
अब कोई घत्तात्मक परिमेय संख्या 
(८ 
का के 
लीजिए । यहाँ ७, 9 धन-संख्याएँ है । 
हम मानते हैं कि 00, को ४ बराबर भागों में बांदा गया है। हम 0 की दाई' ओर ४-पण त़्लते हैं) 
प्रत्येक पग की लंबाई एकक-लंबाई 00, के 9-वें भाग के बराबर है। इस प्रकार प्राप्त बिन्दु को धनात्मक 


परिमेय स॑ख्याएँ 205 
परिमेय संख्या 


छः 
्हः 42] 9 ध्ट्‌ | डे 


के अ्रनुरूप कहा जाता है। 


0 के बाई ओर ७-पग चलने पर प्राप्त बिन्दु ऋणात्मक परिमेय संख्या 
(2 


क्र 


के प्रनुरूप है। 
बा +++++++ा3+-#++--३++४+--+///०७४/:३२2२२२२२२२६२४६-३४७ 
६८] ज्जुश जू ० ऊ# एड छ 


इस प्रकार हमने प्रत्येक परिमेय संख्या के साथ रेखा के ऐसे बिन्दु का संबंध जोड़ना सीख लिया 
है जिसके मूल बिन्दु से अंतर का माप बिन्दू की तिरपक परिमेय संख्या के निरपेक्ष मान के बराबर है। 


उदाहरण के लिए, संख्याश्रों 
प 
+ 3 - हु 


के निरूपक बिल्दुओं के मूल बिन्दु से अंतर के माप क्रमशः 3, - हैं । 


७०२२००२२०३३०-००। ०2 न ने न मे ब ८  7> 0>3 अन्य ८7402: 2:27: 7:77 
७. 7 # ४ 0 छ| ए५ 08 


प्रत्येक परिमेय संख्या के साथ्‌ रेखा के बिन्दु का संबंध जोड़ लेने पर स्वाभाविक रूप से निम्नलिखित 
प्रश्त उठता है। 
क्या इस प्रकार रेखा के सभी बिन्दु समाप्त हो जाएंगे, श्रर्भात्‌ क्या इस प्रक्रिया द्वारा रेखा के प्रत्येक 
बिन्दु का किसी परिमेय संख्या के साथ संबंध जोड़ा जा सकेंगा ? 


इस प्रश्त का उत्तर बलात्मक न' है। इसका 
प्रतिपादन सर्वप्रथम पाइथागोरस ने लगभग 2500 वर्ष 
पूृर्थ किया था । उसने सिद्ध किया कि यदि रेखा पर कोई 
बिन्दु 2” ऐसा हो कि 02? की लंबाई एकक लंबाई, 00५ 
जितनी लंबी भुजा वाले वर्ग के विकरण की लंबाई के >---++- 
बराबर हो तो बिन्दु 2? के अनुरूप कोई परिमेय संख्या नहीं ( ॥ ग्रदी | ४? 
होगी । ; न 
तीचे यह सिद्ध किया जा रहा है । 


यदि संभव हो तो मान लीजिए कि बिन्दु 2? के अनुरूप परिभेय संख्या ऊ- है। तब 
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फ़््ञश्डि 
]2 -- |१ +- ॥ 8४ ) है ४चत20, 
हम धन-संख्याञ्रों ७, 9 का अशभाज्यों के गुणनफलों के रूप भें विचार करते हैं। & का प्रत्येक 
अभाज्य खंड ०५ के ग्रभाज्य गुणनखंडन में दो बार आता है। साथ ही ४ का प्रत्येक अभाज्य खंड भी ४ 
के भ्रभाज्य गुणन खंडन में दो बार आता है। 
इस प्रकार अभाज्य संख्या 2 समता के वाम पक्ष में या तो श्राती ही नहीं, या समसंख्या-बार आती 
है, किन्तु दक्षिण पक्ष में विषम संख्या-बार भ्राती है। इस प्रकार एक मिथ्या कथन प्राप्त होता है। 
अ्रत: 2? एक ऐसा बिन्दू है जिसके अ्नुरुष कोई परिमेय संख्या नहीं होती । 
लबाइयों के अनुरेख माप 
जहाँ धन-संख्याग्रों का समुच्चय किसी समूह की वस्तुओं को गिनने की आवश्यकता पूरी करता है 
वहाँ परिभेय संख्याश्रों का समुच्चय लंबाई, समय इत्यादि जैसी वस्तुओं को मापने की आवश्यकता में योग 
देता है। किन्तु यह कहना महत्वपूर्ण है कि परिसेय संख्याओं का समुच्चय सभीलंबाइयों को मापने के लिए 
पर्याप्त नहीं होता । > 
सभी लंबाइयों को मापने में समंथ होते के लिए हमें परिमेय संख्यात्रों के समुब्चचय का विस्तार 
बास्तविक संझ्याओ्ं के समुच्चय तक करना होगा । यह देखा जाएगा कि परिमेय संख्याश्रों का 
समुच्चय वास्तविक संख्याञ्रों के समुच्चय का उप-समुच्चय है। 
वास्तविक संख्याम्रों के समुच्चच का विकास श्रोर प्रध्यपतत बीजगशित 7 में किया जाएगा। 
40, संक्षेप 
0. +- (४, - ४, 0:०७ € ए#॥ 


छ्-- [ के शक पके 5 थे 
है -5 (४, -%, 0 : % € ऐए) 
रा ७४७४९ए"०० 
र४०१ा7०0०9. 
९. परिमेय संख्याश्रों का समुच्चय, 7 भिन्‍तों का समुच्चय और 7 पूर्ण संख्याओं का समुच्चय है। 
# वास्तविक उप-समुच्चय है 9 का और यह ९७, के धतनात्मक अंगों का समुच्चय ही है। 
४ वास्तविक उप-समुच्चय हैत और यह 7 के धनात्मक अंगों का समुच्चय ही है। 
00 सभी अ-शून्य परिमेय संख्याओ्रों का समुच्चय है। 
0 में योग संगोजन 
परिमेय संख्याश्रों के प्रत्येक युग्म », ॥/ के श्रनुरूप एक ऐसी परिमेय संझ्या होती है जिसे ४--9 हारा 
सूचित करते हैं श्रौोर उनका योगफल कहते हैं। परिमेय संख्याप्रों के प्रत्येक युग्म ». # के साथ परिमेय 
संख्या ४+9 कासंबंध जोड़ते की इस विधि को 0 में योग-संयोजन कहते हैं। इसके निम्नलिखित चार 
नियम हैं । 
[, योग-संयोजन की क्रम-विनिमेयता होती है, अर्थात्‌ 
# ने 9 चत 9 न ४ ४ ०, ५ € ७9. 


परिमेय संख्या एँ 


2. योग-संयोजन की सहचारिता होती है, श्रर्थात्‌ 
छ नी 9) +ढ २+० + (४ +- ४), ४ »% ४, ० € 0. 
3. योग-संयोजन का निष्प्रभाव अवयव, 0, होता है जिसके लिए 
४& नी 0-०»  थलू 09 
4. प्रत्येक परिभेय संख्या » के अनुरूप --» द्वारा सूचित & का विपरीत श्रथवा ऋण कहलाने 
बाली एक ऐसी परिमेय संख्या होती है जिसके लिए 
ह % नी (- ०») रू 0, ० € ७. 
0 ४ शुणुन-एंसेजन * 
परिमेय संख्याओं के प्रत्येक युग्म ७, ४ के अनुरूप एक ऐसी परिमेय संख्या होती है जिसे »|/ द्वारा 
सूचित करते हैं और उन्तका गुणनफल कहते हैं । परिमेय संख्याओं के प्रत्येक युग्म », / के साथ परिमेय संख्या 
४9 का संबंध जोड़ने की इस विधि को 9, में गुणन-संयोजन कहते हैं। इसके निम्नलिखित चार नियम हैं। 
5. गुणन-संयोजन की क्रम-विनिमेयता होती है, अर्थात्‌ 
४9 ज>ै #क ४ %, ४ € 0७. 
6. गुणन-संयोजन की सहचारिता होती है, श्र्थात्‌ 
(४३४) ४ उ| » (४2) ४ », ४, «८ € ९२. 
 गृणन-संयोजन का निष्प्रभाव अवयव 3 होता है जिसके लिए 
४ >> ८5०४ ७ ४ € 09. 


ंस्मिय से 7 नशा 
8. प्रत्येक झ्-शुन्य पस्मिय संख्या » के अनुरूप. दारा सूचित, » का व्युत्कम कहलाने वाली 
एक ऐसी परिमेय संख्या होती है जिसके लिए 
] 
ही कट, हिल्म वतन 4, & ध्ट ९५, 
योग श्र गुणत का संयुकक्‍तत: एक नियम होता है, यथा 
9. गूणनयोग को वितरित करता है, अर्थात्‌ 
४ (५ + 2) कर ४४ + शट छ 9, ४, 2 € ७9. 
उपर्यक्त नौ नियमों वाले योग और गूणन संयोजनों से समृद्ध परिमेय संख्यझ्ों के समुच्चय 
६39 को कहते हैं। 
प्रिमेय संख्याआं क। फील्ड 
परिमेय संख्याओं के फ़ील्ड के श्रतिरिक्त संख्याओ्रों के दो और श्रत्यंत महत्वपूर्ण फील्ड होते हैं, 
यथा ह 
(४) वास्तविक संख्याओं का फील्ड, और 
(४) समस्सिश्न संख्याओं का फोल्ड। 
इन दोनों फ़ील्डों का अध्ययन बीजगणित 77 में किया जाएगा। 


यह ध्यान देता श्रावश्यक है कि धन-संख्याओं, भिन्‍नों और पूर्ण संख्याओं के समुच्चयों 
घर, 7, 7 
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में योग और गुणन के दोतों संयोजन होने पर भी ये फील्ड नहीं हैं क्योंकि इत में से कोई भी फील्ड के नौ 
नियमों का समाधान नहीं करता। यह देखना रोचक होगा कि इन तीन समुच्चयों ।४, ४, ॥ में इत तो 
नियमों में कौन-कौन-से नहीं हैं। | 
यह सरलतापुर्वेक देखा जा सकता है कि 
(०) 'ध तियस 8, 4, 8 का समाधान नहीं करता। 
(४) #' तियम 3, 4 का समाधान चहीं करता। 
(४8) 4 नियम 8 का प्तमाधान तहीं करता। 
ब्यवकल्नन आए विभाजन 
0 में व्यवकलन और विभाजन संयोजनों की परिभाषाएँ तिम्तलिखित हैं: 
श- 9 चच्छर्न- (79) ४४४८ ९२ 
०४८३-००» [कर ) ४ ४, 9 € 9, ४ 5८0. 
स्लिणी--पाटक 7, #, ॥ में व्यवकलन श्रौर विभाजन में से एक अथवा दोनों की विफलता 
समझते का प्रयत्न करे । 
0 में 'अ्रधिक है. .. से! कम-संबंध 
९१ में योग और गुणन के दो संयोजनों के साथ-प्ताथ प्रतीक > द्वारा सूचित अधिक है... से' 
संबंध भी होता है। इस संबंध के निम्नलिखित नियम हैं : 
0. संबंध का त्िधिकल्प नियम होता है, भर्थात्‌ किन्‍्हीं दो परिमेयों »&, ५ के लिए निम्नलिखित 
तीन विकषपों में से एक और केवल एक ही होता है: 
(४) ४ > 9 (४8) ४ > ४ (४४8) & न्‍| 9. 
7, संबंध की संक्रात्मकता होती है, ग्र्थात्‌ 
४ >१# और ३ >४> ०४4, # ७, ४ € 0. 
योग संयोजन और अधिक है. . . से संबंध मिलकर निम्तलिखित नियम का समाधान करते हैं : 


]2, ४ >9ब>थन+-४2>9४+०» »9४5४ € ७9. 
गूणन संयोजन श्रौर अ्रधिक है. .से' संबंध मिलकर निम्नलिखित नियम का समाधान करते हैं : 
]8, ४ > 90 और ४704 ०४ > ४८, », ४५, ० € 0, 2 > 0, 


प्रिभेय संख्याओं का ऋषमित फील्ड 
परिमेय संख्याग्रों के समुच्चय में फ़ील्ड के नौ नियमों के साथ अधिक है .. .से! क्रम-संबंध के 
चारों नियम भी होते के कारण परिमेय संख्याओों में फ़ील्ड को ऋमित-फ़ील्ड कहते हैं । ; 
ग्रागे चलकर यह देखा जाएगा कि वास्तविक संख्याश्रों का समुच्चय भी एक ऋमित-फ़ील्ड है। 
परिमेय और वास्तविक संख्याओं के दोनों ऋमित-फ़ील्डों में उपर्यक्त तेरह नियम होते हैं, किन्तु 
ऐसे भी नियम हैं जो परिमेय संख्यात्रों के ऋमित-फ़ोल्ड का वास्तविक संख्याओं के क्रमित-फ़ील्ड से भेद 
करते हैं। ह 
सम्मिश्न संख्याओ्रों का समुच्चय क्रमित-फ़ील्ड नहीं होता । ह 
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धनात्मक और ऋषणात्मक परिमेय संख्याएँ 
परिभाषा 


४ >> 0 <० # धतात्मक है। 
४ >> 0 <> » नेदेणात्मक है ॥ 
परिमेय संख्या » के निरपेक्ष मान को | ४ | द्वारा सूचित करते हैं। 
भरत: | 


--४ यदि # ऋणात्मक हों 


“ ४ यदि » धनात्मक हो 
|» | « । ु 
४ यदि & शून्य ही । 


4. कुछ विद्येष गुणनफल 
द्विघात-प्षमीकरणों के अध्ययत में महत्वपूर्ण सिद्ध होने वाले तीत विशेष गुणन-फल नीचे दिए जा 
* रहे हैं। | 
यह देखा जाएगा कि अन्य प्रकरणों की भाँति नीचे भी हम परिमेय संख्याश्रों के समुच्चम ९ में योग 
श्रौर गृणन संयोजनों के विभिन्‍त मूल नियमों का उपयोग करते हैं। 
हम सिद्ध करेंगे किः 
(7) (४ + 9) | #! + 208४ + ४१ 
(४४) (४ -- 9) रू ४ -- 229 +- ॥*ै 
(४9) (& + ३ (& - |) कर ४ - ॥$/*, 
उपपत्ति 


(४) (& न 9) (४ + 9) | (४ -नी 9) ४2 + (० +- ४) ४ 
न 8 (& + 9) +ने ४ (४ + ४) 

++ (४8 + »09५) + (४४ + ४४) 
वन ४ -+ ४0) + (४४ + ४) 
न की न 88 ने (2४ नी ४१) 
तन 2 -+ [४ ने ४४) + ४] 
हनन है + [7' (290) +े 7 (४0) + ४] 
व हा के [[ +े 7)29/ + ४] 
कक + [2289 + ४] 
5 8४१ +-299 -- ९, 

पाठक को चाहिए कि वह 9 के मूल तियमों के आ्राधार पर प्रत्येक चरण का समर्थन करे | ऊपर 
हमने प्रत्येक चरण को लिखने और प्रत्येक चरण में केवल एक मूल नियम का प्रयोग करने का प्रयत्न किया 
है, किन्तु वुछ ग्रभ्यास के पश्चात्‌ पाठक को कुछ चरणों को लांघ जाने और प्रक्रिया को भ्रधिकांश मन ही मत 
करने में समर्थ हो जाना चाहिए । 
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(४) ४ #% ४ € 9. 

४ -- ४) +| (४ -- 9) (४ -- 9) 
(७ -- 9) (४ - (» - ४) 9 
(४१ -- ४४) ++ (७३४ - 9) 
मन क्री-ण +णह ने शी 
ब्| ४% -- 2200 +- ॥* 


॥ ॥ 


एक अन्य रौति 
&+(- 9४) « की 4 28 ( +- ४) + ६ + 97 
नत्की - 2289 न ४ 
(४४) (४ + 9) (४ - 9) कर (४ + 9) ४ +- (४+ 9) 9 
॥ ज| (&४ -- 9४) - (४9 +- ४“) 
क्त की ने ध४ - 2४ - 
सन की »- 9१ ह 


प्रदनावली 


. निम्नलिखित को सिद्ध कीजिए । वर्ण किन्‍्हीं परिभेय संस्याप्नों के सूचक हैं । 


(0) (४ + 09)* रू ४ +- 099 +- 99 
(४) (7४ - 89) -« 49% -- 70290 + 28॥ ' 


५] 7 3 9 9] 
(४४३) हि 8ण हु ; केयुरी-- कुल % ने छह ४ 
(58 - -89) - "06% - :890 +: -699 


(6 +- 8 + ९०) 5 की + 9 +- ८8 +- 260 -- 206 + 266 
( नन 64 -- 0? -- 68% +- 260 -- 288 -- 206 
(७४४) (6 - है -- ०) रू की +- 8 -+ 6! -- 220 -- 290 --+ 206 
(७४४४) (28 -- 89) (28 + ४9४) उ5 480 -- 99 
(६४) (४१७ - 60१) (७०% -- ६0१) -- ७११ (८१-- 8०) 
(8) (४ -- ४ + 93) (४ + ४ -। 3) «5 # -- ४१ + 60 --9 
(४४) (6७ -+ 380 +- 46) (७ + 30 + 46) + 67 -- 908 + 6७» -_- 846 
(४७) (28 + 8४ - ») (28 + ४ + ४) है 4४ + ४१ - ४१ -- 42 
(४00) (७ + 70 -- 30) (88 --+ 70 - ३०) 5 948 -- 4908 +- ३0 -- 366, 


2. श-शून्य परिसेय संख्यात्रों » और ४ के लिए सिद्ध कीजिए कि 
3 7४ 
(४) श्केप़ ] न हरे -- ज् +2 


गज 


(क्र) |; न ः क नह ली हि 
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[हल्के टहक के “कुल 
लिहाज डे] 
७ 


8. निम्नलिखिंत को सरल कीजिए | साथ ही », 9, 8, ७», 9, ० के ऐसे मय दीजिए जिनके 
लिए व्यंजक सार्थक नहीं हैं। 


























(४) ( -- 76209) (8096?) (४४) ( -- 7४%४॥/) | ज-+ ज् 82/2* ] 
है 7 रु हा ॥ 
(११४) हक ः ॥ (४४) त्‌ यु 
के. १ क् कि 
2%# -+- 39 .. [8 +- ०) 20% 
हा किए, (०) हक * ७+ ०) 
389 ्ट 
36:2%/2 26:22 9729 (५ कशिशीा . ४१ + 209 
' (४४४ -जुदद्भा * 3299४ "82 0 एक - का ' इ#ग्त -- १४ 
(४७) 6462 -. 8? (४ - 2)? ]. ४” - 4 
३66 -+- 286 | (% -+ ४)? 
42 +- 40 .,. 06४2 -+ 76 & -- 9)* 
(४४) क्क्ज- शक हर 2३ पी दि त (०५) क्र्श्ः ॥/धे 
6 -. 604 2025 -+ 240 -- 9£ 
(४४) "दूत (& -- 8)+ (४४४४) शा, 
हि । 9 । 
0008 हर उजबह, से आए अर बह. ७०) जुद्धयाढ् । छठ टाढ़ 
है ॥ ] ... 6 + 0 26 + ४ 
(208 पृ; -- 5. 7१/+8 (808१४) इक || हुक 7 
५८५५ 2 है॥ व - 38% ५ 3 2 
(४४४४४) - से क पत्र नच्‌- का | (2थ्थ) आयी ४४ | #ाी ८2४ 





श के 20 ने ४४ 
ने न 3 


(४) बुत फू 5 
उदाहरण ि 
४ 3. है॥ -- ह (# -- 2) | 3 -- 2 (& -- 3), » € ९७, 
को हल कीजिए । 
अब 


ठ% -- 3 (७ -- 2) 5८5 39% -- 2 [४७ --]) 


बीजगणशित 


58 -- 39% +- 0 +5 38% - 2४ +- 2 
2 - 6 -- 6 >> ४ + 2 -- 06 
29% जज & - 4 
शक ++ ४ कई #- 4 -+-४& 
कै मय >- 4, 


0 ९ 0 


ग्रतः अपेक्षित सत्य-समुच्चय 


'> र्प्‌न८ 4). 
है । 





पष - १ ] ]+-०& ॥॥ 
को हल कीजिए । 
भ्रब 


पट - 3 ] ० 4 +- 9 49 
ब+ल्कसत-ई के 55 2, -- सवा 
4 2 


पछ-- ३ 3 -- 
हर पक न्न्हीं न न्न्डः यु वल्ःड ठ्ठा 

पक - ]-9 ५ ४ 39 

<? 8 (72 - 4) -- 28 + 8 (] -- ४) ++ 78 
््ट 249 -- 3 -- 22% +- 8 -- 38% + 70 
दर (23 -- 38 - 8) # - 8 + ह 55 76 
थ्रे 
५२ 














92 -++ 76 
निर  अि। 
बीज आय 4 
ि हुए 38 
परिणामतः दिए हुए समीकरण का हल नम है थ 
28 + १ ४ 
3. +दु-++0+2%)> - हर + ०, ४८६०9. 
का सत्य-समुच्चय निकालिए । 
ध अब 
2% -+- 3 4 
+बु++0+०्छे > न + ७ 


दर 0 पर 4 + (0 +- %) | > 9 । 365%#& बा 4. पक ] 


<्रे ॥88 +?ै + 3 (] + 28) > 69 -- 4 -- 93% 
९ 88 + + > 8% -+- 4 


परिमेय संख्याएँ 98 
दर 38% >> 8% 
न कक, 
किन्तु & > « मिथ्या है क्योंकि ऐसी कोई परिमेय संख्या नहीं होती जो स्वयं अपने से अधिक 
ह्ो। ' 
अतः सत्य-समुच्चय रिक्त है, अर्थात्‌ सत्य-समुच्चय # है। 
49 -- 9 6 >> 3. ३02 + 3 
, का सत्य समृच्चय निकालिए । 
अब 
बंका 9 | 0०४ “3 2702 4 3 
न कप ० अगर त बज 225 
4७ -> 9 | 68 - 9 | 08 + ७ 
<> 70 (कऑच्वा+ चक्आए जाए र्न- अप सनक नए हे > 0.70 ५ 0 
<# 4 (42 -- 9) + 0 (06% -- 3) + 35 (08 + 3) > 0 
करे 50% -- 26 -- 60% -- 30 -- 880% -- 08 :> 0 
<> (76 -- 880) » -- (26 +- 30 -- 08) > 0 
<> -+ 284%8 - 26] > 0. 
दस -- 234% -- 26] + 26॥ > »ह6 
ब - 234 > 26] 


] 
२ |! जप ॥ _ 284)» <: | - जद्य ) (267) 
267 
784 ' 
अतः: सत्य-समुच्चय 


>0 


दस थ < -- 


[ & कब + श्र #9% 5 ९ 


प्रदनावली 


3. ४ € 0 होने पर निम्नलिखित के सत्य-समुच्चय निकालिए : 
(१) 4४ + 5 3४ -- 9 
(४४) 272४ +- 4 * 29% -- 34 


442 ठे थक 

(४४४) >> 5 तक क्-- हु सनक 
| 8._. 3 
(४०) 2382 + जि प्र +- नह 


!8 --- 5 डर है] 
(०) फः बा 0 +- द ४ _ 3 कल ) 
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(४४१) '8 (# -- 8) -- *2 (4% -- 3) + 9 -- .0 
३. +4 - ऐ2 22 -+- 3) 38 + 60% 
(7278) कह ।े ाञहाञपायू+ 5 0 
2 (४ -- ४) + 99% -- 0 
॥ 








जञे यक्ुनाज+ डऊ ह 


5 
कक - 9 28 + 89 -- 9 


द्र:८ >-+3++55. 


५ पज आकर 8 
2. यदि & € 0 तो निम्नलिखित के सत्य, समुच्चय निकालिए : 
(ध) 88 + 26 > 7४ + 283 
है... (8) 8%8 + 6 < 7७ +- 4 


8 4. 68 9 
0 मत हक न हे 6, हु 


(४४०) 





(४४) '88 - 78 > :286 -. 7७४ 
8५ प्रक् 89 प्र 
५० मा कं के आस 
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3. कथनों को निरथथक बतामे वाली परिभिय संख्याप्रों से विभिन्‍न ४ को कोई परिमेय संख्या 
मान कर निम्नलिखित को हल फीजिए : 





9 ] 8६8 9 ] 

४0 कछाद्वतडा 0 हल मर 

कल न यम कि 8 
४ -- ७3 ४ नी5+ा बैक... 9४ 9 -+ ७४ 
4 3 


५५305 प हू: 28 पट / 8 आर 
उदाहरण 
4. निम्तलिखित समुच्चयों को सूचीबद्ध कीजिए । 
(४) (०: | | 55 ), » € 0) 
(४) [५: | 2४ -- ]| +5 5, » € 6.). 
हल (४)--दो परिमेय संख्याएँ ] और --] ऐसी हैं जितका निरपेक्ष मात । हैं और इतके श्रतिरिक्त कोई 
परिमेय संख्या ऐसी नहीं जिसका निरपेक्ष मान । हो । इस प्रकार परिणामस्वरूप 
(०: |» | 55 !, »& € 9.) + 4, -- 7). 
(४४) दो परिमेय संख्याएँ 5 और -8 ऐसी हैं जिनका निरपेक्ष मान 5 है और इनके 
ग्रतिरिक्त कोई परिमेय संख्या ऐसी नहीं जिसका निरपेक्ष मान 5 हो । परिणामस्वरूप 


| श्ट ++ 3 | न्‍+ 8, 
तब और तभी जब ! 
28 -- 3 ज+ 8 या 2४ -- 4 +- -- 8. 
अब 
2४ +-+ 3 +5 8 ३४ च्न -+से 
आर 
22 - 4 ज+ + 6 <क०च्चत-+ 


६४: | 2४ “- 3 | 5-5 6, » € 9.) -- ६9, -- 2). 

2, निम्नलिखित समुच्चयों को सूचीबद्ध कीजिए । 
(7) (४६ | ४ -- 656] +> 4, » € 09. 
(6) (४: | श -- 4 | 55 5, » € ५9.) 

हल (४)--उपर्यकत उदाहरण के वर्ग (&) के समान, यहाँ 

: | ४-8 | 54 तब झौर तभी जब 
४ -- है ल्‍5 &4 या %&१ --- 6 ल्‍-- -- (4. 
अब 
की -- हैं +- 4 <> ४? +- 9 


बीजगणित 


26 
<> 2४ नम 3 यी ४ ७ - हे 
और 
की - हैं बन -+ 4 <# 88 -5 है 
रे ०च-तयीटषकछऊ  -॥7. 
अत: 


(४: | ४४ - 6 | 4,०9० € 0) - (3, - 3, , -- 2). 
पाठक यह सत्यापित करें कि समृच्चय 
($ ८8: 7 |] 
के सभी श्रंग 
| ४४ -- है | २4. 
का समाधान करते हैं । । 
(४) पुनः | ४-] | 57, तब श्रौर तभी जब 
१ - व >>] या ४४ -- 4 ऊ -- 5. 
अब | 
१ -- मं ज्ू+ ये दर ओके 
और 9 में ४-52 का समाधान समुच्चय रिक्त है। 


पुनः . 
४१ -- है प+ 5 4? ४१ जू 0 / 

और 0. में ४-0 का समाधान समच्चय ( 0 ) है। 

अतः 


(४: | ४१ -- 23 | +5 7, » € 9.) -+ ६0). 
3. निम्नलिखित समुच्चयों का वर्णन कीजिए : 
(04०४: |» |  < 3, € 9) 
(४) (०: | »&8 + 38 | < 2, ० € ७) 
(४१) (४: | 2८ +- 8 | < 2,» € 0). 
हल ($) ४ के +- आत्मक या शुन्य होने पर, |» | ऋच्छ 


प्रौर & के >-प्रात्मक होने पर | & | न्‍्++» 
अरब मात लीजिए कि » शुत््य अ्रथवा + अ्रात्मक है, तब 
[# | < | कातुल्य रूप है & < 7. . . (७) 


पुर; ४ के --आत्मक होने पर 
| थ | बट ॥ का तुल्य रूप है >> < ] 
जो पुत्रः तुन्य है व । (7) 
(७) और (8) को मिलामे पर ह 
[० | <7 9 +-]<#&<, 


परिमेय संख्याएँ 
(४४) वर्ग . (४) के ठीक समान यहाँ 
| 28 +- 3 | < 9 «० -- 92 < 28 + 8 < 2. 


अब 
न- 2 &<£ 2४ + हे <&- ज् च््‌क (0) 
ग्रौर 
शक + 9 < 9 ७४ < -- के (०) 
(०) और (४) को मिलाने पर 
5 ] 
|2%9 +- 3 | &< 8 <# - है 55 हसन अत: 
श्र्तः 
हे 
(०; | &४ + ७ | < 32, $ € 90) -5- (४: -- जा 5६४ < ज /% € 9), 
(४8) यदि (28+-9) ग्र-ऋणात्मक हो तो 
हू [2४ + 3 | 5 ५ 2४ + 8 
और इस प्रकार ऐसी स्थिति में 
| 28 +- 38 | > 2 ##?ड४ +न 3 > 
कक कल 3 
पुनः यदि 22--3 ऋणात्मक हो तो 
| 2४ + 3 | #* - (2४ + 3) 
झ्रौर तब 
| 28 + ७ | > 2 &# - 2०४ + 8) > 2 
२ 2४ < --8है 
अतः 
8 
] 
(०: | शकन-3 | > 2, ० € 9)| ८ | ४; 9 >> -- द्ः श्छद 9) 
ह (/ | क ४ >> +- जय ४ € ९) 
प्रइनावलीं ह 
. निम्नलिखित समुच्चयों को सूची बद्ध कीजिए : 
(०) (»: [० [55 9, » € ७) (४) 4०४: ४ | हे थ््ध्ट 9) 
(8) ४: | ४- 7|। 4 ण्द ९। 


|#-३ | > 8, ० € 09) 


(४४) (०: 


98 बीजगशित 
(७) ७: | 7४ -- $ | ल्‍*5 7, »€ 9) 
(०४) ( : | दा & न- 6 | ++ ० ह् ०) 
(व) (४: |#+7]5 3, & € 9) 
(०४४४) (० ६ | 89४ -- &'8 | "5 3, » € ९७9.) 
(४४) (४: | #- 8 | -> 0०, € ७0) 
(9) (४: । 2४ +- 8 | 55 >+ 3, # € ७॥ 

2. निम्नलिखित समुच्चयों को सूचीबद्ध कीजिए : 

(2 (७; | # -- 3 | ज्ू८३79, & € 9) (४४) ६४: | 2? -- 7 | 55 7,» € ७) 

(08) (४ : | ४ -- 8 | > 8, ४ € 9) (४०) (७: | ४ -- $ । >> 2, ० € 0). 

8. निम्नलिखित समृच्चयों का वर्णन कीजिए : 
(!) (४: | ० | <6, » € ९) (४8) (४: | 3४ -+- $ | < 6, & € 9) 
(७8) (8: | 7४ -- 8 | < 7, » € ९३) (४) (४:|%5 | > 2, ०» € 90 
(0) (7: | » + 7 | < 3, ४ & 9) (०४) (४६: | & -- 9 | > 4» € ९७9) 
(०४) (४: | 3४ -- 9 | >> 72, & € ७9) 

(०४४४) शशि द्ग्ण्त हु ६ जु/०८०) 

(१४) (०: | 58% के 4 | < 0, » € 0०) (») (४: | 2४ -- 85 | > 0, » € ५), 

सिहावलोकन प्रइनावली 


), यदि ४ 
& 4 2] 
4 || | “ जुए 7 7, .4, - 375, 0, - हु 24 
न हु 
ग्रौर - 
9 पे [8 2] गा कि 
8 » [व व “7 पे 77४८ 3०8 - [6९ 270 


तो निम्नलिखित समुच्चयों के ग्रधिकतम' और न्यूनतम श्रंग निकालिए । 
|, 4,323, 4 (/ 3, 4 00 5. 
2. निम्नलिखित समुच्चयों के, यदि संभव हो तो अधिकतम और न्यूनतम अंग लिखिए ! 
ध 5-5 [४: -- 9 ६ & < -- 3, » € ७9) 
भी प४:- ४ < छछ्८ ७9, « € ०७) 
(55 ([&; -- 8 & छ & -- 3, » € 9) 


[४६ - 9 < & < - ७, » € ९) 
(०४६-- 7 < & ६& 0, & € ०) 
। 9६ + ३. ब ४ < 0, ५४, €्ट ७०) 


लन्ड 


»; + + ६ ४ & 0,» € 9) 
(&:- 3 ६०» < 0,» € ९) 
8, सिद्ध कीजिए कि» 8 केनफा +697> - 7 -5% ७ ४, / € ७9.५. 


5६ ५४ जि ज3 5 
॥ ॥ ॥ ॥ | | 


परिमेय संख्याएँ 2]9 


॥।| ॥॥ 
सिद्ध कीजिए कि » > ४ +* हक > क्ला ४ + आत्मक » ४ € 9. 


सिद्ध कीजिए कि & > ३ ह## & < ४१ ७ + श्रात्मक 9, ५ € 0. 

सिद्ध कीजिए कि & > ३ # »* < ५१ ७ -- आत्मक », |, € 0. 

सिद्ध कीजिए कि ७४ -- ] > 0 # & >) और ४७ 8 < -- ), & € 0, 
सिद्ध कीजिए कि 28 -"- ]< 0 & >>] <४<],# € 0. 

यदि », ५, ७, 8 € 0 और व्यंजक सार्थक हों तो निम्नलिखित को सरल कीजिए 


हे 2 2+-४% ... 20--2॥/ 458 
५0 4क्व- जा 0077 हे 


2 0 जय का पा पी 


पर नर 
(और) 86 ++ 20 86 -- 20 ५ 4 -+- 63 8 
«&-> 58 - 68 (७) क.वयणाढ 5" ढछगाओ़ 
हा 5 
४ जाश का -- ४४ 
' यदि »& € 09 तो निम्नलिखित समीकरणों को हल कीजिए ; 
£ ६] ह .. 6क्ष फट $ 
(०) 8४ + ऋ्ु नर 9५% + दब (४) बद्गु के लत जश जा पर 
285 ]8.._78 थ्‌ प&--0 , 48 -- 39_ ॥0४ - 7 
(7४४) छा 5त्ठ्- हट (%७) ब्द ा की आऑप्राज अभ 


9 6 
& न-+ 4६ ही 
(०) ठू 5 छह्वय (8४ + 2) 


2. 
(४४) तृत्‌ (3४ + 8) च््ठ (06% + १85) 


0 7 -- 298 8 

१ 8 हे 2 8 
कक / हा थ्के हर] 89 -- $ 49% “- 7 
४ -- 5? ४-3 ज किीनेी 9 ४ -+ 0 
(४) 58 नह एक: घ्त्ल पी (०४) बट त शे-- व 
2 नै 6 बने 2 0 
बज 9 ० -++ 6 ला 
टिप्पणी ४ (४४४४)--(४४४) में बीजीय व्यंजकों को साथेक माना गया है । 


!], यदि » € 09 तो निम्नलिखित के सत्य समुच्चय निकालिए ४ 
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पी 














सन 





(५६४४) 

















(5१४५) 








हज 2 ह। 9 
05780 इतर लटक कक. कफ गत 5 
४ 6 ४2 -- 4 हैक + 4 8४8 + ]8 
(४४४) 82 कह व 0 (७) “पुए ः पैक € ढ् + 


(७) | 2४ -- 9 | ++ (७४) | ७४ + 4 | है 7 


990 |  बीजगशित 








(08४) | ४१ -- 8 | +-१2 (०४४४) | ७? -+ 8 | 8 
(४) [४ -- 3 | ७ 4 (७) [४ -- 4 | #+ 
9 8 
(४४] | 5 -- 5 4 (288) | ४ -- ड्वै। | ३. 
(हार) | 2४ + दा | ब्रा (४2४) | 4४ ++ क्र >> दा ह 
(७०) (- ४) (४ -- 3) > 0 (800) (४ -+-+ 2) (# -- ४) < 0 
(४2४) (४ -- 9) (& -+ 3) +« 0 (शए७४४) #& (# -- ल्‍) >> 0 
(#क्र) # (& -- 3) < 0 (2) & (# -- 4) 550. 


9, परिसेय संख्याओं के समुच्चय ५, के तेरह क्रमित फील्ड नियमों और संक्षेप में दी' गई 
धनात्मक तथा ऋणांत्मक परिभेय संख्याओ्रों की परिभाषा के आधार पर ही निम्नलिखित 
परिणाम प्राप्त कीजिए । 


(४) दो धवात्मक परिमेय संख्याश्रों का योगफल धनात्मक है। 
[उद्देंशक -- ४ 7>>0 और ३४>०0०४७०-- ४ > 0+ 0 ७ 0]. 
(४) दो ऋणात्मक परिमेय संख्याओ्रों का थोगफल ऋणात्मक है। 
(॥४) %& > ५ 9 # -- / धनात्मक है। 
[उ्दं शक श>३0३०४+ (9 > ४ + (- ४0] 
(७) & < ४ &४- / ऋणात्मक है। 
(०) कोई परिमेय संख्या ४, अपने विपरीत --७४ के ऋणात्मक श्रथत्रा धनात्मक होने के भ्रनुसार 
ध्रनात्मक अथवा ऋणात्मक होती है । 
[उहंशक- 2 7>0«०-+ ( -- ०) > 0 + ( - ०») ## 0 >> 0 -- & 55 -- ».] 
(९७४) 0.४ -> 0 ७ & &€ 0. 
िद्देशक--#» (0 +- 0) & ४.0 + ०». 
म्>े४,0 ज| %,0 -+- 2.0 
नक्... 8.0 के | - (2-0)] रू [&0 + ४0] + [-(४.0)| 
(ए४) 20 + 0 ६७ ४ 55 0 या ॥ ++ 0या %,, 9 दोतों 0 हैं । 
/24.8 #( -“-* १) 5 + (४! 
बम मय कक जि 
[उद्देशकू--वितरण नियम का उपयोग कीजिए !] 
(४४) दो धनात्मक संख्याओं का और दो ऋणात्मक संख्याश्रों का गुणनफल धनात्मक होता है। 
(») एक संख्या के धनात्मक और दूसरी के ऋणात्मक होने पर उनका गुणनफल ऋणात्मक 
होता है। 


परिमेय सख्याएँ ः | 29] 


९7] कक फ् 

रो 

(४४४) - |०» | &६ ४ «| |» | ४ ४ € ९७. 

(७४४४४) |»०।| दो संख्याञ्रों #, -- » में अधिक है । 

(४28) |# -+ 9४ | & | ४ | +|४। ४ ०», ४ € 0. * 
[उद्देशक-- -।]४| ६०» « || भौर -- [४ |& ४ «२ | 9। 
ने + (| + |9|) ० + ४ & | ४ | + | ५] + 

(४४) | #४ | *5 |०| |५| ४» ४ € ९. 


(४४४). | ४ +- ७ | < 0 क? ७ -- 0 < छ < 6+-0. 
बिएर) ++ (# +॑ ४) कर +- ४- ४ ४ », ५४ € 9. 
॥॥ 


पा ] 
(४०४१९) जा ब्याज हा ४ ०५, / € 09.. 


हे) 


रेखिक समीकरण : 
एकल और निकाय 





42. भूमिका 
अध्याय 4 में हमने परिमेय संख्याओं के निकाय का क्रमिकत फील्ड के रूप में विकास किया है। परिमेय 
संख्याश्रों के तिकाय के प्रसंग में, श्रब, हम एकल रैखिक समीकरण और रैखिक समीकरण-निकायों का भ्ध्ययन 
करेंगे। पाठक को याद होगा कि पध्याय 3 में एकचर वाले रैखिंक समीकरणों से उसका संबंध रह चुका है। 
अ्रब वह रेखिक समीकरणों के हल करने में धन-संख्याग्रों और भिन्‍नों के समुच्चयों की कमियों को दूर करने में 
परिमेय संख्याञ्रों के समुच्चय की शक्ति को पहुचानेगा। व्यापक अध्ययन तो केवल दो चरों वाले निकायों तक 
ही सीमित रखा गया है किन्तु तीत चरों वाले समीकरणों का झध्ययन विशेष उदाहरणों द्वारा किया गया है। - 
रैखिक समीकरणों की संगति की समस्या का भी विस्तार पूर्वक विचार किया गय। है श्र पाठक 
को इसके द्वारा साधारणतया विलोपन कहलाने वाली प्रक्रिया से परिचित कराया जाएगा । 
समताओं या असमताग्रों के खुले कथनों के प्रसंग में, चर को बहुधा अज्ञात भी कहा जाता है। 
48. परिमेय संझ्याओं के फील्ड में एकंचरीय रंखिक समीकरण 
परिमेय संख्याओं के फील्ड में एक अज्ञात # वाले समीकरण को तब रे खिक कहते हैं जब वह 
व +- 0 ++ 0 ,() 
जैसे समीकरण के तुल्य हो। यहाँ & भौर ० परिमेय संख्याएँ हैं, & -£ 0. संख्या ७ को 8 का गुणांक और ४ को 
समीकरण () का अचर पद कहते हैं) जैसे 


रैखिक जसमें गम 6 
एक रैखिक समीकरण है जिसमें » की गुणांक संख्या 3 है और झचर पद. है। समीकरण () को ४ 
वाले रैखिक समीकरण का मानक रूप कहते हैं। 


रैखिक समीकरण 228 


उदाहरण . सिद्ध कीजिए कि 
० पे ४ 


एक रैखिक समीकरण है। 
अरब 


कर 8 $ 





8 है| 
कर लक आह आर 
अतः समीकरण 
8 ]] 
आल म 
के तुल्य होने के कारण दत्त समीकरण एक रैखिक समीकरण है। 
9. समीकरण पु 
$ 4 
5 कद जद आह 2 


को लीजिए । 


निस्संदेह फ्लू-द्ञ के साथर्थक होने के लिए चर » के प्रभाव-क्षेत्र में संख्या 2 नहीं होनी चाहिए । 


ग्रतः # का प्रभाव-क्षेत्र संख्या 2 से रहित परिमेय संख्याओ्ों का समुच्चय है। 
अरब 





4 
हु |. ४8-- 2 फ है मिकस 4 


<# (४ -- £) (कछिस्यड + न) न्‍ 0, (# -- 2 में 0 न होने से) 


म 8+ मु (४-29) 50 
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दर जज नै हू 
ग्रतः दत्त समीकरण रैखिक है । 
हम दोहराते हैं कि 
(५) दोनों पक्षों में एक ही परिमेय संख्या जोड़ने पर, 
. (४४) दोनों पक्षों को एक ही अर-शून्य परिमेय संख्या से गुणा करने पर, 
प्राप्त समीकरण भी दत्त समीकरण के तुल्य ही होता है। 
हम देखते हैं कि ऊपर के दो उदाहरणों में मुख्य चरण क्रमशः निम्नलिखित हैं : 
(४) दोनों पक्षों में --( #४+$ ) जोड़ना । 
(&) दोतों पक्षों को अ-शूत्य माली गई संख्या (४--2) द्वारा गुणा करना । 


न्रेछि 


व्प्पिणी ; यह ध्यान देते योग्य है कि दोनों पक्षों में से एक ही परिमेय संख्या को घटाने का वास्तविक 
भ्र्थ दोनों पक्षों में इसके विपरीत को जोड़ना ही है; और समीकरण के दोनों पक्षों को एक ही अ-शुन्‍्य परिमेय 
संख्या से भाग देने का अर्थ दोनों पक्षों को इसके व्यूत्कम से गुणा करना ही है। झ्रतः अध्याय । के पृष्ठ पर 
वर्णित तुल्य समीकरणों को प्राप्त करते के चार मूल सिद्धांतों की बात करने के स्थान पर अरब हम केवल बोग और 
गूणन की चर्चा करने की स्थिति में पहुँच गए हैं। 


प्रदनावलो.. 
)., निम्नलिखित समीकरणों को मानक रेखिक रूप में परिणत कीजिए : 
(६) 8४ +5 2 (78) 4 क्र ्य 
[#0]) कंश #ू (१०) हैं: +- 4 +5 2 
(9०) ४ -+- हर जे हे है; (४४) ४ -- हा क् "8 -- रे 


(6) हक +- 0 55 6, (6७ 5 0). (४४४) ४ +- 7 +5 6 ; (& 5#£ 0) 
(४2) बक् न- 8 + ०७ न ह, (6 #£ 2). 


2. सिद्ध कीजिए कि निम्नलिखित समीकरण रैखिक हैं : 


मा मी लाल अ ८ 0 70 ले कि / क+ज 
(४-7 कआज्वत 8 (8४) हक कप 
प्श- १ 


(ध) पंख + ४ व प8. (७) +ु--+ दे | | 7: ] न 








है 2 
7१ -हक 8 --9 9-४० 
५ व पा जे 6 पे 


ञ्‌ 


रंखिक समीकररा 5 








(०४) "098 -- 68 +- वाल 22 >0]%, 
(08 52788 -- हि एक 5 82] 


(७४) (छ न 3 ) (४ + 9) 55 (७ ++ 3) (४ + 5) 
(४) (& -- 8) (#-- ४) न्‍ (# -- ) (& -- 8) 
(०) (28 -- 3) (8% -- ७) +5 (48 -- 2)”, 
3. सिद्ध कीजिए कि निम्नलिखित समीकरण रैखिक नहीं हैं : 
(४) (४ + 3) (28 +- 5) *5 (% + ) (38 -- ) 
(४४) ७१ -- 4 5 28 (४ +- 5). 
4, निम्नलिखित समीकरणों में से कौत-से रेखिक हैं और कौन-से नहीं ? प्रत्येक वर्ग में ४ 
चर का प्रभाव-क्षेत् निर्दिष्ट कीजिए । 

















४ 8 दर 4 ] 
| है हु 5४ (8 दे 
(१४४) बा चल (७) 8 -. ऋष सन) 
] ट 
2 पापा कस हो हलक (0७) 8 7/ 
५ ४ +- # न-- हे #-+- 4 
(९४४) कह जाप (०४) हाय नी पक नग्न ो 


टिप्पणी : समीकरण 
49१ "० 9४ -- ० ++ 0 ! 
के तुल्य किसी समीकरण को तब द्विधात-समीकरण कहते हैं जब ७ 5 0 और ७, 8, ० € 0 ऐसे 
सभीकरण का विस्तृत अध्ययन अगले अध्याय में किया जाएगा। 
8. प्रश्व 4 में कौन-से समीकरण द्विघात हैं। 
एक चर वाले किसी रैखिक समीकरण को तुल्य मातक रूप में सदैव 
&८४ ++ 9 न्‍+- 0, 4५, ? € 9. ७२६0. 
लिख सकते हैं । 
अतः किसी रैखिक समीकरण को हल कर सकने के लिए हमें इस मानक रेखिक समीकरण का हल 
जानना चाहिए। नीचे हम इस रैखिक समीकरण का हल प्राप्त करेंगे। यहाँ & और ४ कोई परिमेय संख्याएँ 
हैं, & +£ 0 और चर का प्रभाव-क्षेत्र समुच्चय ९2 है। | 
हर हल करने की इस प्रक्रिया में हमें तुल्य समीकरणों की एक ऐसी श्रंखला प्राप्त करनी होती है जिसके 
अंतिम समीकरण का सत्य समुच्चय स्पष्ट हो । 


वास्तव में 
हि (०2४ न 0) + (-- 0 50०+(- १) 
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बीजग शित 
(दोनों पक्षों में --० जोड़ने पर) 


श्र दष् चन -+ 0. 
गेंकि है 
साथ ही क्योंकि ७ 55 0, इसलिए इसका व्युत्कम “[ है। 
कक चल ++ 


4 
बे दु (००४ च, 


(दोनों पक्षों को -> से गुणा करने पर) 


| ॥/] 
दर की चज्स अत न+-थ 
[4] 
श्र्तः 
प्र. |- 0 +- 0 & 9४% ४ 
पा तन पा 
ग्रत्न समीकरण 
१] 
// की 
(/] 


| | ु ) 
के समाधान समुच्चय में केवल संख्या ---.ू ही है। इस प्रकार दत्त समीकरण 


कक ++ 0 ल्‍८ 0 


का समाधान समुच्चय 


55 


है और इसलिए दत्त समीकरण का सत्य समुच्चय एकाबयवीय है। अतः परिमेय संख्याश्रों के समृच्चय 09 में | 
एकचरीय रेखिक समीकरण का हल भ्रद्वितीय है। 


टिप्पणी : यह ध्यात देना अत्यंत आवश्यक है कि यदि हमारा व्यवहार-क्षेत्र परिमेय संख्याएँ (अथवा कम से कम 


पूर्ण संख्याएँ) न होतीं तो दोनों पक्षों में (--8) जोड़ने का चरण और यदि हमारा व्यवहार-क्षेत्र 

परिमेय संख्याएँ (अ्रथवा कम से कमर भिन्‍न ) न होतीं तो दोनों पक्षों को दर से गुणा करने का 

चरण असंभव था। किल्‍्तु इन दोनों चरणों की संभावना के लिए यह अनिवार्य है कि चर का 

प्रभाव-क्षेत् परिमेय संख्याश्रों का समुच्चय 9, ही हो। । 
प्रदनावली 

॥. १० 224 के प्रश्त । के समीकरणों को हल कीजिए । 

2. पृ० 228 के प्रश्न 2 के समीकरणों को हल कीजिए। 


रंखिक समीकरण श्श 


8. पु० 228 के प्रश्न 3 के समाधान समुच्चय निकालिए। 

4. १० 220 के प्रश्त 4 के उन समीकरणों के सत्यसमुच्चय निकालिए जो रैखिक हैं। 
दो एकचरीय-रेखिक समीकरणों कौ संगति 

दो रैखिक समीकरण 


98% -ै- 9 +- 0 )क्‍ 6, 9 € 0७0. ० 5 0 
6 +- 6 ++ 0 ९, ४ € ९, ८ +- 0, 
लीजिए। यहाँ चरण का प्रभाव-क्षेत्र समुच्चय 0 है। हम कहते हैं कि समीकरण संगत हैं यदि » का कोई 
ऐसा मूल्य हो जो दोनों समीकरणों का समाधान करे । दूसरे शब्दों में दो समीकरण संगत होते हैं यदि इनके 
समाधात समुच्चयों का सर्वनिष्ठ अरिक्त हो । 
पहले समीकरण का सत्य समुच्चय 


(“«) 
लग 


और दूसरे समीकरण का ' 


है । - 
इन दोनों समुच्चयों का सर्वनिष्ठ तब और तभी श्र-रिक्‍त होगा जब 
; बज 
(८ €& 
किन्तु 
' ही पल 
५] 
से ह 06 ज| चढ़, 
अतः ये दो रैखिक समीकरण तब और तभी संगत हैं जब 
96 जे धर, "() 


हम देखते हैं कि दो समीकरण तब और तभी संगत है जब वे तुल्य हों । 


किन्‍्हीं दो समीकरणों की संगति का प्रतिबंध जानने की प्रक्रिया विलोपन कहलाती है और (॥) में 
चर » न आने के कारण () को दो समीकरणों का विलोपन फल कहते हैं। 


प्रदनावली 
]. चर » का प्रभाव-क्षेत्र समुच्चय 9, होने पर निम्नलिखित समीकरण-युग्मों के संगति- 
प्रतिबंध निकालिए । 
(४) ४ --+ & ज 0, # -- 9 5८5 0 (४४) ४ ++ & 55 0, »& + 0 #«£ 0 
(४80) ४ -- ह 55 0, & +- #४ ++ 0 (४०) # + £ नूर 0, & -- % ऋ+ 0 
(७) ४ -+ ७ ऋ__+ 0, 0४ नई 6 (०४) # -- & 55 0, 9४ -+ 6 ++ 0 
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(०४४) #& +- & न्‍२ 0, 0४ ++ 6 (०४४) 2 न 6& 5 0, 08४ -+- 6 -- 0 । 
(3४) 2४ +- ( 5 0, !४ ++ १॥ (8) #४ -- 6 5+ 0, (४ -+- #॥ ल्‍+ 
(80) #४ -- ६ "| 0, ४ -- #%४ तचच 0. (४४४) ढ&8४ -- 0 +< 6, तैंश उन € 

2. निम्नलिखित समीकरण-युग्मों में से कौन-से संगत हैं श्रौर कौत-से नहीं ? * 


(6) # + है कह 0, पढ बूथ] (४) 93% + 9 ++ 0, हैक न्‍++ -- नह 
(88) 3४ +- 8 0, 88 -- 2 -+- 0 (४४) 8% +-+ 4, ह्ठे ८: ः च्प्न 


8. ७, 0 को विभिन्‍त' प्र-शून्य परिमेय सख्याएँ मान कर बताइए कि निम्नलिखित समीकरण 
युम्मों में से कौन-से संगत हैं ? 
ये 
2 
8 ४ 
(४8) 6४% +- 0 तक 0, #& उ+ तप (2०) 69४ -+- 9 +5 0, 62४8 5 60 


(४) 28४ -- 36 --0 (8) ढक +- 98 +- 0, 3 -- ् &20 


7. 
(०) ४४ + 9 55 0, ना ४ ++ ज सन 0. (९०४) 6४ -- 9 न्‍+*# 0, 6४ -- 9१ -- 0 
4. निम्नलिखित समीकरण-य स्मों में से कौन-से संगत हैं और कौन-से नहीं ? 

















(१) नी ++क्र+ नर 0, कर रे न । 
हा है 8-० 9--० 8-४ 4 -- ४ है -- #% 

(2४) प्र का पा ने जञ्छ्ुः च््व राज 5 द् ब्य आज ब््ड रे 

७... अछ न ह # न 8 8 +- 43 धन 55% न++ 7 82 + 9 
(0) “कु + प्वा जा जा जप पा “जु+7+ “हुक 








५ 38 --॥ री 7 40 - 2 , 7 
(१४) तनु की जा। ैश के प्न्ज चः्0, कक हर 


44. ट्विचरीय-रेखिक समीकरर 
दो चरों », / वाले समीकरण को तब रेखिक कहते हैं जब वह म 
बष्ट न 2/ + 20७ 0 (2) 
रूप बाले किसी समीकरण के तुल्य हो। यहाँ ७, 8, ० परिभेय संख्याएँ हैं और ७ और ० दोनों एक साथ शून्य 
नहीं हैं। ० और ४ को क्रमशः ४ और 9 के ग्‌णांक और ८ को समीकरण () का अ्चर पद कहते हैं। साथ 
ही () को दो चरों » और 9 वाले रैखिक समीकरण का मानक रूप कहते हैं । 
उदाहरंणार्थ समीकरण 


(28 -- 3) + (8 -- 49) 55 9 + हैक + है 
लीजिए । हम तुल्य समीकरणों की निम्नलिखित शंखला प्राप्त करते हैं : 
28 -- 40 -+- & ञ# है +- ज४ +झं 





घ | 


शखिक समीकरण 920 


स्ने 28 -+ ६ के 2 -- ६ ८ न रे ४_+छ ) न्‍्0 


9 


ईग ४ +- ४ 9 + ४ 55 0, 


इस शुंखला के अंतिम समीकरण का रूप (]) जैसा होने के कारण दत्त समीकरण रैखिक है । 
एक भ्रौर उदाहरण के रूप में, समीकरण 
हि. 
8-78 


लीजिए । निवचय ही चर ॥/ का मान तर नहीं हो सकता क्योंकि उससे (४ -- 9) शून्य हो जाएगा। 
/ के प्रभाव-क्षेत्र की यह सीमा बांध लेने के पश्चात तुल्य समीक रणों की निम्नलिखित शूंखला प्राप्त होती है 
े पक्क -- 8 ७ 4 (8 -- 9/) 
4 72४ -- 8 55 ]9 -. 440 
<+ 79 -+ 448 -- 7 55 0 
<> ० +- 449 -- ( --7) +5 0 
इसमें से अंतिम का रूप (]) जैसा है। श्रतः दत्त समीकरण रैखिक है। 


प्रदनावली 


], निम्नलिखित समीकरणों को सानक रैखिक रूप में परिणत कीजिए । 
(४) 2४ -+- ७9 रू 4: 
(४४) 89 -- 4. ++ 2० 
. (७४) ७ -- ४ --+ 3 -> 2४ -- 39 -- 5 
(७४) 3४ -- 5 थी 3 -- 49 /[॥॥ 


(४४) 2४8 -- 4 5 89 
(७०) 8४2 -- 29 + 8 -_ 7४ +- 8 











ठ्र । जज 3 
५४ । 82/ -- 4 प्र ॥884 5] 
(9४४५) शक क न न कर या ० न ५ * 


2, निम्नलिखित समीकरणों में से कौन-से रौखिक हैं, कौन-से नहीं ? साथ ही' उत सीमाझ्रों 
का उल्लेख कीजिए जो प्रत्येक वर्ग के चरों & और ४ के प्रभाव-क्षेत्रों पर बांधनी पड़ती हैं। 


8 207 8 जे 00:25 0 





हू 
(४४8) (७ + 4) + हर 0 
४-7 _ ३४-४5 (छो - ि म 

आम आय 2 हम 8 





न॑- 7 -50ऐ 


» 3 7 
गा आओ धन आा? की 
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द्विवरीम रैंक समीकरण का इल 


रैखिक समीकरण 
98 -- 8 + 4 +« 0 


लीजिए और मान लौजिए कि दोनों चरों », ॥ का प्रभाव-प्लेत्र परिमेय संझ्याप्रों का समुच्चय 0, है। इस 
समीकरण का तुल्य रूप 
22 +- 4 55 0१ 


28 -+- $ 
5: वाया 


0 के भ्रंग के रूप में ४ को कोई मान देने पर हम 9 में ही उसके प्रनुरूप ४ का मान प्राप्त करते हैं। जैसे, यदि # 


नस १. 


4 
का मात 0 हो तो # का मात / है। तब हम कहते हैं कि ऋमित युग्म 


(५ १) 


दत्त समीकरण का एक हल है। ठीक इसी भाँति हम देख सकते हैं कि 
ह 80267 (-!, हे ).(-2,० 
परिमिय संख्यात्रों के कुछ और ऋमित य गम हैं जो इस समीकरण के हल हैं । 
यह सत्यापित करना तनिक भी कठिन नहीं है कि क्रमित यू ग्म 
(2, 7) 
दत्त समीकरण का हल नहीं है। 
सावधान + हे 
पाठक यह ध्यानपूर्वक देखें कि (, 2) तो समीकरण का हल है किन्तु (2, ) नहीं। यद्यपि 
दोनों क्रमित युग्मों में श्राने वाली दोनों संख्याएँ वही हैँ फिर भी ये दोनों विभिन्‍न हैं। इस प्रकार हम संख्यात्रों 
के युग्म और कऋमित युग्म में भेद करते हैं| क्रमित यू गम में दो संख्यात्रों के श्राने का क्रम श्रत्यंत महत्वपूर्ण है 
अर्थात्‌ ऋमित युम्म में प्रथम भ्रथवा बायाँ श्रंग तथा द्वितीय अथवा दायाँ अंग निर्दिष्ट होता है। संख्याञ्रों के 
युग्म के ही वर्णन में ऐसा बिनिर्देश नहीं होता | _ | 
, हम पर्मिय संख्यात्रों के ऐसे पाँच ऋमित युग्मों को पहले ही सूचिबद्ध कर चुके हैं जो दिए हुए 
समीकरण युस्‍्मों के हल हैं। अब एक स्वाभाविक प्रश्न उठता है। 
क्या हम ऐसे सभी क्रमित यूग्म लिख सकते हैं जो दिए हुए समीकरण के हल हैं ?” उत्तर बलात्मक 
न है क्योंकि » को कोई भी मान दिया जा सकता है श्रौर तब इसके लिए अनुरूप ॥ का मान प्राप्त कर सकते 
हैं। श्रतः दत्त समीकरण का ऐसा सत्य समुच्च॒य, जिस में परिमेय संख्याञ्रों के क्रमित यग्म हैं, अनन्त है। 
द्विचरीय मानक रैखिक समीकरण के हल का विवेचन करने से पूर्व हम नीचे ऋमित युग्मों की धारण 
का और अधिक विस्तार से अध्ययन करेंगे 
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समुच्चय 9. > एया 0? 
परिभाषा--समुच्चय 9 >< 0 या 0* ऐसे सभी ऋषित युस्‍्मों (७, 0) का समुच्चय है जिनमें 
०, ? € 9.. संख्या ७ को ऋषित युग्म (०७,.७) का पहला अंग अथवा बॉय अग 
और 8 को इस युग्म का दूसरा अंग अथवा दायाँ आग कहते हैं। 
उदाहरणार्थ, . 
] ह हे 
07708) (दर ६205 ) 2 «४ मिहें 
समुच्चय ९, ०८ 0 के कुछ अंग हैं! 
समुच्चय निर्माता संकेतन में, (७ »« 9 को निम्नलिखित प्रतीक रूप में लिखा जा सकता है: 
0०. : ९.- (०५, 0) : ० € 9, ० ८ ०). 
परिभाषा--दो ऋषित युग्मों को तब और तभी बराबर, वही अथवा अभिन्‍न कह! जाता है जब 
उनके पहले आग बराबर हों और दूसरे आग भी बरावर हों | 
उदाहरणार्थ, क्रमत यूग्म 
तो बराबर हैं किन्तु 
(3 , 5) , (5 , 3)' 
बराबर नहीं हैं। हम देखते हैं कि दो ऋमित प्‌ गम उनकी संख्याएँ बराबर होने पर भी विभिन्‍न हो सकते हैं 
ऋमित यूग्म के अंगों के आने का क्रम अत्यंत महत्वपूर्ण होता है। 
व्यापक रूप में, 
(6, 9) 5 (० , ८) <& ७ 5 ० और 8 - ७. 


प्रदनावलो 
]. परिमेय संख्याझ्रों के ।0 विभिन्‍त क्रमित युग्म लिखिए | 
2. निम्नलिखित में बताइए कि दो क्रमित यू ग्म॒ समान हैं भ्रथवा नहीं । 


(06 ,7), [क्नूक हु /श56-75 ) ४) (8,9. (87) 

(४४) (7, 9) , (8, 2) (४०) (॥ , 8) , (8 -- 2, 7] +- 2) 
(०) (48 , 4) , (8 -- 9, 7] + 9) (०४) (04, 9) , | गा जे ] 

(०४४) (24 , 36) , (6, 9) (७४४) ( --4, 8) , (६, -- 3) 

(0) (७, - 0) , (--०, 0) (0) (6, 0) , (- ० - ४) 

(28) (७ , 0) , (६ + 9, 6 + /) (४78) (७ , 0) , (७ +- 6, 9 -+- ०). 


[ (+) से (४४8) तक यह माना गया है कि ०, 8, 6 विभिन्‍न अ-शुन्य परिमेय संख्याएँ हैं] 
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उदाहरण 
ऐसे ऋमित यू ग्मों का समुच्चय लिखिए जिनके लिए 
292४ + ४ - !] 
4 -+ 7५ 


सार्थक नहीं है। 
हल्ल--दत्त व्यंजज के सार्थक होने के लिए यह आवश्यक है कि 4 - 7४ # 0. श्रतः 
सार्थक नहीं होगा जबे 4--7950 श्र्थात्‌ जब 


व्यंजक तभी 


रथ 
8 तट पका 


. ऐसे ऋषिक पुग्यों का समुच्चय, जिनके लिए व्यंजक सार्थक नहीं, 


(+)*<५ | 








है। यह समृच्चय, निश्चय ही, 9 » 9 का उप-सम्‌ च्चय है। क्रमित युग्म जिनके लिए दत्त व्यंजक सार्थक 
है समृच्चय 
ः 4 
४ :/) :2, ४ € ०. | 5 जो 
के अंग होंगे । ; 
ह प्रइनाकलो 
. ऐसे क्रमित युग्मों के समुच्चय लिखिए जिनके लिए निम्नलिखित व्यंजक सार्थक 
नहीं हैं । 
५. 0४ -- ६ पा क् 
पा, आय] 
.... ४ --॥/+ 3 , 4... 90 
(१४%) शत जाट ु (५४) ट 
__9५ .. 2#% न 37 + 7 
७) कपूड़ ' 6 हक गे 


2, ऐसे ऋमित य्‌ स्मों के समुच्चय लिखिए जिनके लिए प्रश्न । के व्यंजक सार्थक हैं ! 
3. निम्नलिखित रैखिक समीकरणों में से प्रत्येक के कम से कम पाँच हल, लिखिए। 

(६) & न ४ के 4 त्त्0 (८४) 2 ++ 9 -॑- ४ चल 

(४४) ४ -- / + ७ न्त्ण (४) -- & +- ४४ -- # न । 

(0) 2४ +- 9॥ - 6' स्त्0 (०४) ठै8 + 40 -- 7 न ॥। 

.. (७४४४) -- 48 +- 89/ -- 9 + 0 


(एकड़) 8४ -- 79 +- $ घन 
(४) है छः -- पा ५ -+- 8चच0 (0) “78% -- 4:28|/ -- 8'8 --+ 0, 


रंखिक समीकरण | ५४४ 


4. पृष्ठ 280 पर प्रश्न । के प्रत्येक रेखिक समीकरण के कम से कम दो हल विकालिए। 
5. पृष्ठ 280 पर प्रणव 4 के उन समीकरणों के कम से कम तीन हल निकालिए जो दैखिक 
हों। 

द्विचरशीय भानक रेखिक समीकरण का हल 

दो चरों वाला मानक रैखिक समीकरण 

ह 6० -- 99 -+- ० +5 0 

है। इसमें प्रत्येक चर ४, ५ का प्रभाव-क्षेत्र 9 है और 6, 8, 6 ऐसी परिमेय संख्याएँ हैं जिनमें ८ और ४ दोनों 
एक साथ शून्य तहीं हैं। 
भान लीजिए कि 


। 


& 5>5 0, 
श्र 
क्षा न 0/ + 6 ८ 0 
बन 4४ नी ०४ न ० - (9/ + ० ++ ++ (8४ + ० 
क्श ५ 6 जन -- (०४ +- ०) 


|| 
साथ ही, क्योंकि ७ 5£ 0, इसलिए कला विद्यमान है और तब 


* कक नम - (४0 + ० 
॥॥ ]ु 
# ८ ६० ८ छू (7 + ०) 
श्र घ्ड ६22 हे 
(//॥ 


9 को ७ के अंग के रूप में कोई भी मान देकर हम » का मान प्राप्त कर सकते हैं। उदाहरणार्थ 
यदि ४ के मात # के अनुरूप » का मान # हो तो 
98 +- 6 

॥42॥ 

अतः कमित युग्म (॥, £) दत्त समीकरण का एक हल है। 9 को विभिन्‍न मान देकर &, के विभिन्‍न 

मान प्राप्त होते हैं। ४ के ये मात विभिन्‍न नहीं होते यदि ०-८0. दत्त समीकरण का सत्य समुच्चय 
हा कज्डा पक पल ग 0 कक 07 

है। यह सत्य समुच्चय निश्चय ही 0, ५ 9, का उप-समुच्चय है। 

ठीक इसी प्रकार पाठक यह देख सकता है कि म्दि 8-£ 0 तो 

कक्ष न 0 |- ० न्‍+ 0 के | 


प् ++ 6 
क्र हम 22828 


चलन 
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। 
» को कोई भी मात देकर हम ४ का अनुरूप मान प्राप्त कर सकते हैं। ऋमित यूरम (४, ») जिसमें 


५ नै 6 
छथ्तकत+ व 
दत्त समीकरण का एक हल है। अतः समीकरण का सत्य समुच्चय 
6७ -- 6 
[४ १८ ) (5 न्ल्कार >प - 99% ण्€ट 0 है 


है। « 
विप्पणी--यदि ७और 2 में से कोई भी शून्य त हो तो दोनों विधियों में से किसी एक का प्रयोग 
किया जा सकता है क्योंकि ऐसी स्थिति में 
कक्ष +- 89४ +- 6 55 0 


3 8/ + ० | 
गे मी: पत्ते टर> न ह (५) 
3 “ सा कम) 


' (4) द्वारा प्राप्त कोई भी क्रमित युग्म (४) का समाधान करेगा औौर विलोमतः भी । 
45, ह्विचरीय रेखिक समोकरणों के निकाय 
» श्रौर | में दो रैखिक समीकरण . 
ढ४ +- 99 + 6 55 0 की, 
४ -- 0३/ न 6 ++ 0 (2) 
लीजिए। यहाँ ७, 8, ० सभी परिमेय संख्याएँ हैं और चर & भर $ में से प्रत्येक का प्रभाव-क्षेत्र 
समुच्चय 0, है। इस दो खूले कथनों () और (2) का दो विभिन्‍न रीतियों हारा संयोजित किया जा 
* सकता है और इस प्रकार निम्तलिखित दो विभिन्‍न संयुक्त कथन प्राप्त होते हैं । 
कक्ष + 09 + 6 0 या 68% न 7५ +- ४ +5 0 »»* (0) 
८2 न 0 + ०१६0 और 698 -+- 79 + ४/ + 0 «« 4) 
ग्रतः कथन (3) तभी सत्य है जब () सत्य हो या (2) सत्य हो तथा कथन ($) तभी सत्य है जब 
(।) और (2) दोनों सत्य हों। (3) का सत्य समुच्चय () और (2) के सत्य समुच्चयों का संघ होगा 
तथा (+) के सत्य समुच्चय में (।) और (2) दोनों के हल होंगे श्रर्थात्‌ (4) का सत्य समुच्चय () और 
(2) के सत्य समुच्चयों का सर्वनिष्ठ है। संयुक्तं कथन (4) को हम निम्नलिखित रूप में लिखता स्वीकार 
करेंगे | ; 
कट 99 + 050 
ि ५ 99 हे रच हर 20) 
. . इस भाग में हम संयुक्त कथन (4) के हल का श्रध्ययन करेंगे। हम कहते हैं कि हम समीकरण () 
गौर (2) का एके साथ हल निकाल रहे हैं क्योंकि (4) का कोई हल () और (2) का एक साथ ही 
हल होगा। (4) के कोई हल के अध्ययन को कभी-कभी यूगमत समीकरणों के हल का श्रध्ययन भी कहते हैं। 
किन्तु व्यापक रूप में ऐसा! करने से पूर्व , हम नीचे कुछ उदाहरणों का विचार करेंगे। 


है 


रैखिक समीक रण 


उद्धाहुरणु 3. 


कप 


के तुल्य है। 
» को विभिन्‍त मात्त 


का सत्य सम्‌ च्चय निकालिए । 
हल--हम पहले ही पिछले भाग में देख चुके हैं कि ऋमित यूग्म 

8 9 
श्र रु ) ड़ (- , ब्ु ) [ मल 2, 0) 


इन समीकरणों में से पहले के कु छ हल हैं। दूसरा समीकरण 


9 क्र है -- 38, 


0,],2,-], - 2 


देकर हम ४ के अनू रूप मान 


हैँ । 


का हल है। नीचे इसी समस्या को हल करने की अधिक संतोषजनक विधि दी जा रही है। 


है री 2 * अजणआई ] $ ०] है] ने है ॥ ड् 
प्राप्त करते हैं। इस प्रकार दूसरे समीकरण के कुछ हल 
3 | ) ३ ( 2 कं एक हि ) ] ( न है ।|॒ 8 ) ढ़ ( ज- ०2 ] 8॥ ) ३ 


(0, 8) , (7 


अ्ज्न्क 
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ऋ्रमित युग्म (), 2) दोनों समीकरणों के सत्य समुच्चयों में है और इस कारण (१, 2) इन दोनों * 
यू गपत्‌ समीकरणों का एक हल है। किन्तु यह भी संभव है कि हम » के लिए मात । न लेते। साथ ही, यद्यपि - 
हमने दो समीकरणों का हल तो प्राप्त कर लिया है कित्तु यह तो निश्चय नहीं है कि यही इस दो समीकरणों 


बैकल्पिक इल 


अब 


के ?िक “- 89 +- & ल्‍+। 0 और 2&8-- 3॥ -- + + 3 (98 + ४ ++ 8) "5 0 


28 - 39 -- $ 55 0 
<? 28 -- 8/ -- 4 -5 0 
(हमने दूसरे समीकरण के दोनों पक्षों को उसे गुणा किया है) 


आर 
और 


(हमने दूसरे समीकरण में पहले को जोड़ा है) 
>> 22% -- 38४ -+- 4 "5 0 
<क 2० - 38 +- $ 55 0 


और 
झौर 
और 


32 -+- ५४ - 6 ४-5 0 


(हमने पहले समीक रण में ४5] का उपयोग किया है) 
86 -- 98४ ऋ5 0 


च्स्फे 


च्स्फ 


2 


2 


ब् 


ओऔर 
और 


और 


]398 -- 77 -> 0 
“>> ॥ 
कःपघ्ल्य 
क तल -॥ 
४ । 
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का सत्य समुच्चय 
. ६ [,2))- 
है । 
इस प्रकार दत्त संगुक्त कथन का सत्य समुच्चय 
६(|, 2) 
है। अतः इस उदाहरण में हमें दो युगपत्‌ समीकरणों का अ्रद्धितीय हल प्राप्त हुआ | 
ट्प्पएपी--हमने केवल इतना ही किया है कि दिए हुए संयुक्त कथन को पहले एक ऐसे 
तुल्य रुप में परिणत किया जिस में दो समीकरणों में सेएक में केबल एक ही चर शब्राता 
है । तबश्ावश्यक चरणों द्वारा हम तुल्य रूप 
कै सती आर 9 च्| ॥, 
प्राप्त करते हैं जिसका सत्य समुच्चय स्पष्टतः 


((॥ , &)). 
हं। 
2. समीकरणों 
कक |+ 44/ + 8 + 0 
9४ -+- 8/ - 7-0 


को हल कीजिए । कक 


8 -+- 49 +- 8 <० 0 
2० ने ठे# ++ 7 55 0 


(श8े -+ 49 + 5) 
(2७ 4 30 -- 7) + 0 
(हमसे दोनों समीकरणों को क्रमशः 3 श्रौर 4 से गुणा किया है ।) 
न 8(8% +- 49 +- 8) 5 0 
' 4(2४ -- 89 -- 7) -- &(8% -- #/ + 8) ८ 0. 
(हमने दूसरे समीकरण में से पहले को घटाया है ।) 
8 -- 40 -- 8) 55 0 
(8 -- 9) » + (09 -- 9) ४ -- 88 -- 35 +« 0 


हैक -- 49 + 8 5 0 
ह [ -- ४ -- 48 -- 0 


मा ४ + ॥ + 9 ++ 0 


| 


क जन -+ कहे 
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8( -- 43) -- 49 + 5-5 0 
श् क्र न्‍+ -- 4. 
(हमने पहले समीकरण को बदलने के लिए दूसरे का उपयोग किया है।) 
| 49 -- )9% +> 0 
््ज 


& सन + बडे 
१ नर ऐ] 
;4 & नर -- 48, 


श्रतः ग्पेक्षित सत्य समुच्चय 
६((- 8, 87 ) ) 
है । 
व्प्पणी--ऊपर विवेचित दो उदाहरणों से ऐसा भी प्रतीत हों सकता है कि योजक और' के द्वारा 
दो हिंचरीय रैखिक समीकरणों वाले संयुक्त कथन का सदैव अद्वितीय हल होता 
हैं। यह प्रेक्षण ठीक नहीं है। वास्तव में, नीचे हम उस प्रकरणों का एक-एक उदाहरण छे रहे 
हैं. जिनमें 
(४) कोई हल नहीं होता, 
(४४) हलों की संख्या अनन्त होती है। 
3.' प& -- 2%/ -- # *# 0 और थ8 -- 09 + 40 +*« 0 
का सत्य समुच्चय निकालिए । 


हतल--म्रत 
प७ - 29 +- 5 50 और 9]% -- 69 -- 0 - 0 
सा. 97४ - 20 +- 5) 550. और श% - 09 + 0 #+ 0 
47 3(7४ -- 2/ + 85) 55५0 भौर 
2]% -- 09 +- 0 -- 8(7४ -- 2॥/ + 8) -« 0 
दर '. पृ%-- 20 + 5 550. और 0 -- 78 -- 0 
किन्तु ]0--8 0 भिथ्या है। 


इसलिए १४ -- 20 -- 8 5 0 और 0 --8 २ 0 भी मिथ्या है। 
इस प्रकार खुला कथन 

| 72४ -- 2४ + 8 + 0 और 2]% -- 69 -- 0 - 6 
मिथ्या है। अतः अपेक्षित सत्य समुच्चय रिक्त है। 


है 


4, 6 - 39 -+- 6 5 0 और 9 -- 429॥ -+- ही 
का सत्य समुच्चय निकालिए । 
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इल+-यहाँ 


62 +- 89 + 8 


न 80% -- 89 + 8) 


बीजगरित 


5 
मा 0 और 98 -- 97 + द्वात0 


॥॥ 8 हर 
0 श्रौर 2 % - ]% + ञ्) 0 ४ 


<> 3(62 - 89 + 8) ८ 


श्रौर 
<+ 62 - 89 + 8 


किन्तु 0-50 सत्य है। इस कारण 


हे 
9 5 9%-- ]29 -+- पर ] -+७ (62 - 89 +- 8) हू 0 


0 और 


॥ 


0 ++ 0. 


म 
0७ - 89 + 6 +0 और 9 - 320 + ह-50. 
दर 6%2-- 8 “| 8 + 0 
रे  क+ पद 
अतः सत्य समुच्चय 
0७, ॥ :# * “7-7, 8, # € 9). 


ऊपर विवेधित चार उदाहरणों के श्राधार पर हम'देखते हैं कि संयुक्त कथन 
दण | 0(/ + 6-5 0 कक नू- 29 के ० बू 0 

का सत्य सम्‌ च्चय या तो एकावयवीय या रिक्त या भ्रनन्त है। तदतुसार, हम कहते हैं कि युगपत्‌ रेखिक समीकरण 
क्रमश: (१) श्रद्चितीय हल (%) कोई हल नहीं (४४४) अनन्त हल रखते हैं। कभी-कभी हम इन तीन विभिन्‍न 
स्थितियों का वर्णन निम्नलिखित कथनों द्वारा भी करते हैं । 

(४) “रैंखिक समीकरण संगत हैं।! 

(४) “रैखिक समीकरण असंगत हैं ।”” 

(४४) “रैखिक समीकरण प्राश्चित हैं ।”? 


प्रदनावली 
3,. निम्नलिखित समीकरणा मिकायों को हल कीजिए 

न्‍न्टे |! | 
(४) | 25: हर हु (४४) |] हा ४४ रे है थे 

५52 ्- ४ च्च्व 89/ तल 

5 पर क- बन) 3, |] थ ने 89 ज|+ 4 
न हे नर 44 हे 40 --. 59 ज | ५ 
(०) | 25 -- 30 -5 है . (४१) [ -- 42 +- ॥9/ -- 0 


रैखिक समीकरणा 


(ण्हा 


(४) 


82 40 ८ 28 

४ न 7४ + 28 
]7% -- 449 55 3 
| 8% ++ 70/ ल्‍5 ३. 


38 +न- 49 जू ३3 
8४ -- 290 +5 १0 


(0४90 


2. निम्नलिखित समीकरण निकायों के सत्य समुच्चय सिकालिए । 


(0) 
(४४) 
(४४४) 
(४0) 
(०) 
(७४) 
(०४४) 
(०४४४) 
(४०) 
(०) 
(%४) 


(9) 


(४४४) 


मध्य घ 
दे 
नि प 


(४४४) ' 


ल्‍्ज5 
७५ 
5] 

32 


20 +- 89 + 0605-50 
का $ ! न 49% मा 2 नस 0 


पक न 3७ -+ 77 5 0 
2४ +- 39४ -- 8 +> 0 
शेष न 49 - 7550 
2४8 -- 89४ न॑ ६4550 
6% -+ 29 -- 49 -- 0 
38 -+ 7५४+ 3५-७0 
4 नी 82/ + 8 <%5 0 
82 - 49 -- ]0 ८ 0 

402 -- 859 + 45 +5 0 


और 88 -- £ +0 
और 3 - 29 5-0 
और 8% -- 7/-- 58 5-0 
और 328 -- 2४ -+- # 5-0 
और 62 +- 89 -- 9 0 
और 8४ +- 729॥ + 26 +-०0 
और 0% -- 3889 +- 20 -50 
और, 68 -- 6/-+- / 50 
आर पक -+- 89 -- 8 5"८5उ0 
गऔ और ]28 - 29 -- 4 ५-5 0 
और 42 7-7 20 +- 0 *२0 


निम्नलिखित समीकरण तिकायों के सत्य समच्चय निकालिए 


_ | 7! __ 9 
कट 9 
>> 5 
थ् ५ 
8 ]8 _ 38 
क्षा छू ड़ 
4 35 _ 8 
क्व.. (॥ . 2 
3 3 _ 7 
बढ... 9. 68 
ह] 8 है| 
का कओातजाफर 
4. हु 
$ 
बह 
शः 9. 


2 
(2१) चना न डक 
52.8 
फ (4 
६ 75 ॥4 
(००) हम ढ़ घन छे 
॥॥ व्‌ 
“के 
५ 
(०४) -ूए ता 8 5 ७ 
_3 सच छे 
फ्र 
9७ +- -_. - 0 
(०४४७0) हवा 
(की 
५५ 
]4 प्र 
(७) जा न +- 5"50 
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240 














बीजगरित 
]4 १0 श्र डर 
के अर दर 3 रह, 
के 8 ८ औ 25 8 
4. निम्नलिखित समीकरण निकायों के सत्य समृच्चय निकालिए 
मी ] ४+ बै42_ ५ न दि 20 - 3 __ 
0004 ता फल 7 का (४) 67 75 
४ - 2/ ४ ४ _ 689 
चिकन लए 7ए ये के 2 7 का 
(880) ७ -- 8 ८ हि (0% +- 9) (४0) » “हु सर लक >> 49 
08 + 9 55 (09 -- 2७) + 8 जकृू + छू 5 
फक्र्-- 9४ ७ -- 39 _ है .. ४ +-+ १ 95% 3 5 
(0) 5 कतध ++ ० (०४) 8 न 6 स्ख्ा ठे 
दवा (४ - ४) + (& -+- ४) कम ]8 98 + 49 -- यम गा 
(०४४) मआ मय ह् “7 (७४४) 0 ने 39 न धर नह: 4 5 
४१५४ _ ४-० _ 9 2४8 + 09 _ ४-39 4 
प आन 5 छै प्ञ ! 


दो हिचरीय रे खिक समीकरणु-व्यापक विभश 
इन भाग में, हम दो समीकरणों 

' कक + 00 -++ 6 € 0, 

४ न 29 + ०४50 


के संगत, अर्सगत अथवा आश्रित होने के प्रतिबंध निकालेंगे । इन प्रतिबंधों को ऐसे कथनों हारा सूत्नबद्ध करेंगे 
जिनमें गुणांक | 


&, 9, 6; ४, ४, ८. 
अते हैं। 


हम निकाय को ऐसे तुल्य रूप में परिणत करते हैं जिसमें समीकरणों में से एक में केवल एक ही चर 
आाए। इसका उपयोग निकाय को ऐसे तुल्य रूप में प्रस्तुत करने के लिए किया जाता है जिस का हल स्पष्ट हो । 


बास्तव में 
चक्र -+ 0 -- 6 55" 0 और ४४ + 09 +- ० 55 0 
"कस व (कक न 08 +- 6) 55 0 ग्रौर 6 (४ # -- 009 + ०४) 55 0 
(हमने दो समीकरणों के दोनों पक्षों को क्रमश: ४ और 6 से गुणा किया है ) 
<्> ्ढा (धक्ठ नै- 0५ +न- ०) क॑ू 0 
और 


(४४ +- 29 + ०) -- ४ (०४ + 89 +- ०) 
(हमने दूसरे में से पहले को घटाया है) 


रैखिक समीकरण 


ग्रौर 


ग्रब मान लीजिए कि 


तब 


भझौर इसलिए 


विद्यमात है। दत्त तिकाय 


क्ष्क न 02४ +- ० 5 0 
(40 -.. ००) ४ -+ (6७ -- ७6) >> 0 


६0 5 60. 
40 -- 68 -८ 0 
7/(40' -- 68) 


ब्क न 99 +- ० +5 0 





छछ >> 66 
और ४ फी क्छ न 0 
के तुल्य है। पुनः इसका तुल्य रूप है 
धक९ -- 0४ -- 6 +- 0 
भै __ 04 -- 66/ 
रे ४ 3] क्णछड़ 
९06 -- 66 
74 कट न 2 बट: द्वक न 6 ज+(0 
गै की ९ -- 46 
५७ / | कक 


2. 9 (609 -- ७०9) # + 8 (6० -- 667) -- 6 (०8 ०09) - 0 


गे के 66 -- 96' 

0 ४ न्‍त ऋणकछा 
््? 6 (68 -- ७४७) » +- ७ (8/6 -- 96) + 0 

पर | 30 ९्ठ' न्‍- ६8 

ते 680" -- 6/6 

86 -- 86 

क्र नतकए0 

और ९्ढा -- 60७ 


# कै कण द्व| 


68* 


24] 


4842 


बीजगणित 
श्रतः दत्त निकाय का अद्वितीय हल 
(7 हद - वह ) 
व +- 40 ! 4७ -- 69 
है, यदि 
60 -- ४8 २८ 0, 
किन्तु यदि 
60 -- 609 +- 0, 
हो तो (१) द्वारा दत्त निकाय का तुल्य रूप ह 
न ८४ ++ 09४ न॑- 6 +5 0 
और 66 -- ७6 हू 0. 
हो जाता है। 
भ्रब मान लीजिए कि 
66 -- 66 #६ 0. 
तब कंथन 
0 -- 66 मन 0 
मिथ्या होगा । और इस कारण संयुवत कथन 
कक न 09 + 6 5 0 
भ्रौर 467 -- ८6० + 0 
भी मिथ्या होगा । दत्त निकाय का सत्य समुच्चय रित होगा । 
किन्तु यदि 
40 -- 609 +5 0 
झौर ४ 46 -- 66 55 0 
त्तो ढक न॑- 0४ न 6 ल्‍+ 0 
भर | 66 -- 66 ++ 0 
के. 68 ++ 0॥/ + ० ८६ 0 
क्योंकि 60/ -- ०७००-०0 सत्य है। 
अतः दत्त निकाय अकेले समीकरण 
ढक न 800 + ० हू 9 
के तुल्य है और इसलिए निकाय का सत्य समुच्चय भ्रनन्त होगा। 
प्रत: समीकरण निकाय 
(४) संगत (४) असंगत (४8) आश्ित 
है यदि 
(४) 60 -#£ 68 (४) 40 ल्‍+ 60, 60 ८ 66 


(898) वह +> 609, 46 -« 60, 
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कार्यकारी सूत्र :--यदि ००८०९ श्रर्थात्‌ जब निकाय का भ्रद्वितोम हल हो तब हल लिखने का 
निम्नलिखित सूत्र हो सकता है। 


पहले हम पृथककृत गुणांक 


कक 6 
6 8 6, 
लिखते हैं फिर » और ५ के गुणांकों के शोर भ्रचर पदों के स्तंभों को ढाँक कर हम क्रमशः 
6 6 8 2 
जा ४ लत 
ग्रक्िरि 7 > ४ 
9. 6 कक 68 का 


प्रन्‍प्त करते हैं 
जैसे 


। 
से ऊपर दिखाया गया है हम बीच में बाण रख देते हैं । हम 
है 86 -- 8८ जतन0. 6 





जेल 

४ 

9 8 
९ --. 66 ++ & 6 

६ 

टच 

का 8 
कह -. ७9 | 6. ४ 

ता 

श्र 

का. 09 

लिखता स्वीकार करते हैं। निकाय के हल को निम्नलिखित रूप में भी प्रदर्शित किया जा सकता है। 

[09 ० & 8१]१ 
| ओला ५६ | 
|) ८४ | 
[9 6 6 | 
46 8 र 0 
जज न । 
। 2५ श्र । 
| 6 र्द्वा | 


अद्वितीय हल को लिखने के इस सूत्न को वज्-गु णन सूच कहते हैं। नीचे हम इस सूत्र हरा एक उदाहरण 
हल करेंगे । 


डदाहरणु---निकाय 


382 - 89 न++ 4 न|ू 0 
ह | ]20/ +- #४-- ७च्च0 
को हल कीजिए । 


१४ 
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हल्त--हम निकाय का पुनर्लेखन निम्नलिखित रूप में करते हैं । 


ठैश ++ ( +5 5) 8 न # न्‍+ 
4% -+- 499/ + ( ++ 3) +# 








गुणांकों को पृथक करने पर 
० ०5. ई: 
4. 79 --3 
प्राप्त होते हैं । तब अपेक्षित हल 
(-58 $4$ 8 4) 
| ओर ६ | 
|. / ५ | 
| 32 -४$ $ --3 | 
4 39 जे ह $ -ह ८ 
| ऑल छा | 
| />धि 2७ । 
|. 4 49 4 39% | 
हे है, 
भ्र्थात्‌ (- 8) ( “-9)) -/72 ५ 4 4 4-- 8» ( -- 3) 
दि 3 ऋवढ--4(0-8) * ह%#7ई-+- 4 €-68) 
या 36 -- 48 786 -- ) 
इ6 _ 90 * 36 -. 56 
या 5 38. 26 
॥ हह * हढ ) 
है । 
प्रशनावली 


7, ७, 9, & को विभिन्‍त श्र-शूनल्य परिमेय संख्याएँ मान कर निम्नलिखित समीकरण 
निकायों को हल कीजिए । 


. शिएछ + ०॥४ +- 6८ न्‍्ू+ 0 ४ हक +॑- 0७ +- ०6 + 0 
(9 ि >+ 09 + 6 >- 0 (४) 2 कण | 0/ + 6 न्‍्॑ 0 
ब्क न ०४ + ०४ 5 0 हे कक न 9./ ++ 6 ज5 0 

शी 8४ +- 4५ + 8 +5 0 0 8४ +- ०३ +- 4 +5 0 
8४ न॑- 0४ + 6 #+ 0 ४ ढक -- 2/ + 6 ल्‍्* 0 

(०) ० + 09 + 8 + 0 (७४) ॥| 0०४ -- ८![/ न ४ ल्‍5 0 


2. वच्ञ-शुशन सूत्र द्वारा निम्तलिखित समीकरण निकायों के सत्य समुच्चय निकालिए। 
3४ -- 39 -++ 74 5 0 रा थ0 न ऐ॥/ -- 6 ज+ 0 
४ 9७ .. 8॥ + 7७0 2 ः 29% +- 39 -- 7 55 0 
... [28 + 38 -- ] 5 0 है 98 + 8॥ -- 3] ->« 0 
(४४) । 88 -. 9200 _- 7-0 ५) | 88 -- 20 | 7-0 
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26% -ै+ 8 +- 7 + 0 है ठे४ +- 4 + 850 
(०) 2 +- 2७ + 6 + 0 ५७२ | 59 -- 29 -- 450 


... | 40 -+ 38 -+ ह] 0 पे पद -- 430 + 8 5 0 
(४४४) | पं 82 न 8 55 0 (०४४४) | 309 -++ 68% -- हे ८-- 0. 


तीन द्िचरीय रैखिक समीकरण की संगति 
तीन समीकरण : 


6४ --+ 89 -- 6 <+> 0 »«*() 
6 % -+- 7५ +- 6 +> 0 »«» (4) 
6 -+- 97५9 +- 6 -+ 0. न) 


लीजिए । तीनों समीकरणों के हल रूप में परिमेय संख्याञ्रों को किसी क्रमित यू ग्म (#, £) के विद्यमान होने 
पर समीकरण निकाय संगत होता है । 
व्यापक रूप में संगति-प्रतिबंध विवेचन प्रस्तुत पुस्तक के क्षेत्र से बाहर होने के कारण हम यहाँ मानते 
हैं कि तीत समीकरणों में से दी का श्रद्वितीय हल है। मान लीजिए कि पहले दो समीकरणों का भद्वितीय हल है । 
तब हम निकाय का संगति-प्रतिबंध निकालते हैं । अतः हम कल्पना 
40 <>5 ०0० 
के अधीन कार्य करते हैं । ऐसी स्थिति में (!) और (2) का अद्वितीय हल 
96 -++ 06 ठ्ढा -- &6' 
॥ बह -+हा8 ? बढ >> छ0 ) ; 
है। यह' (8) का भी हल॑ होगा यदि 
86 --- 86 ५ हक >त फट हा 
का कक + क्लास ४००० 
अथवा तुल्य रूप में ह 
67 (86 -- ०४०) + 0०/ (6४ -- ४०) + ० (69 -- ४०) + 0. **(4) 
ह्ो। 
अतः कल्पना ८७८७४७४ के अधीन दत्त निकाय का संगति-प्रतिबंध (4) है । यहाँ यह कहना 
उचित होगा कि यू गम (४), (४४४) या (४४), (१) के प्रद्चितीयहल मानने पर भी प्रतिबंध यही श्राएगा। 
प्रतिबंध (4) को दत्त समीकरण निकाय का विलोपन फल भी कहते हैं भौर संगति-प्रतिबंध निकालने 
की प्रक्रिया को विलोपन कहते हैं । 


प्रशनावली 
निम्नलिखित समीकरण निकायों में से कौन-से संगत हैं और कौन-से नहीं ? 
_ & ने 9४- ४85७-09 _ 2४ - 8४ + / 550 
() _ 28 न 89 -- 850 (के) < 8४ | 89 - 78 + 0 


[ 8% -- 89 -- 43 0 [ 2%8 + 399 +- 8-०0 
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(१४४) 4 29 -+ 98४ --+ 8 +« 0 (४४) प्रण न 8/ - 26 + 0 
प्छ न 48 न 8 +5 0 ([ श्क्क न श्ै- 8 ऋ50 


46, त्रिचुरीय रेखिक सप्ीकरण 
तीन चरों », ७, ४ वाले किसी समीकरण को तब रैखिक कहते हैं जब वह 
४ न 09 +- 6६४ + 6 <5 0 _ () 
रूप बाले किसी समीकरण के तुल्य हो । यहाँ ०, 2, ०, ४ परिमेय संख्याएँ हैं और ०, 98, ० तीनों एक साथ शून्य 
नहीं । 
उदाहरणार्थ, समीकरण 
(0०-४४ की #च ४ (४) (7४ -- 3) + (४ - 8) "5 (३४ + 5) 
जैखिक हैं क्योंकि वे क्रमशः 
(8४) । , & +- | ./# + . ४ + ( -- 8) "5 0 
(४०) 7४ + ! . ४ + (--+३$) ४ +- ( + 22) 75 ९ 
के तुल्य हैं जिनका रूप उपयक्त () जैसा है। 
ब्िचरीय रेखिक समीकरण का हल 


रैखिक समीकरण 
22 -+- 59 -- 72 -- ७8 - 0 


को लीजिए। यहाँ प्रत्येक चर ४, ५, » का प्रभाव-क्षेत्र परिमेय संख्याओं का समृच्चय 99 है। समीकरण तुल्य है 
22 + है| -- 3 5 72 के 


हर धर पड 


» और ९ को ७ के अंगों के रूप में कोई मान देते पर हम ४ का भ्रनुरूप मान भी 0 में ही प्राप्त करते 
हैं । ः 


जैसे यदि » और ४ के भान 0, 0 हों तो ४ का मान -- न होगा । तब हम कहते हैं कि क्रमित त्रिक 


2 


(0, 0, - ह ) दत्त समीकरण का हल है । ठीक इसी प्रक/र हम देख सकते हैं कि 


2 नि । कै 6 
( 0 + । है| हर ] है ( 0 $ 0 है ना ) | | रे |] ये >॥ नहा ) | ॥ | ३ ये ३ गज ) 


परिमेय संख्याओं के कुछ श्रत्य ऋमित त्रिक हैं जो समीकरण के हल हैं। निस्‍्संदेह प्रत्येक ऋरित जिंक समीकरण 
का हल नहीं है। उदाहरण के लिए, यह सरलतापूर्वक सत्यापित किया जा सकता है कि क्रमित त्रिक 


न 7 
जा 
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दिए हुए समीकरण का हल नहीं है। हमने परिमेय संख्याश्रों के पाँच क्रमित त्रिक लिखे हैं जो दिए हुए समी- 
करण के हल हैं। क्योंकि » और 9५ को कोई भी मान देने पर हम ४ का अनुरूप मान प्राप्त कर सकते हैं इसलिए 
हम देखते' हैं कि दत्त समीकरण का परिमेय संख्याझरों के ऋमित त्रिकों वाला सत्य समुच्चय भ्रतन्‍्त है। 


समुच्चय 02८92 0909 या 097 
परिभाषा ५ समुच्चण 0,.0.><0 या 97 ऐसे सभी (७, 8, ०) ऋषित ज्िकों का सपुच्चय है 


जिनमें 6, 2, ० € 9.. संख्यातओं 6, 8, ० को ऋतमित त्रिक (७, 8, ८) का क्रमशः पहल्ला, दूसरा और तौसरा 
अ'ण कहते हैं 


उदाहरणार्थ , 


(, 3, ), (0, 0, ), (7, जे ; हर) (3, '0, -00) 


समुच्चय 9: 9» ० के कुछ ग्रंग हैं । 
समुच्चय निर्माता संकेतन में 9, )< 9 »< 9 को निम्नलिखित प्रतीक रूप में लिखा जा सकता है; 
9 2 9.» ९९ - (०, ०. ०). :० € 9, ० € ९, ० € 9). 
परिभाषा + दो ऋषित बत्रिकों को तव और तभी बराबर, वही अथवा अभिन्‍न कहा जाता है जब 
उनके पहिल्ले, दूसरे और तीसरे अ'ग क्रमश: बराबर हों । 
अतः 
(७, 9, ०) 5 (9०, ९, /) 4? # तू 6, 9 न्‍++ 6 और 6 >+, 
प्रदनावलो 


3. निम्नलिखित समीकरणों में कौन-से रेखिक हैं और कौन-से नहीं ?” वे प्रतिबंध बताइए 
जो प्रत्येक वर्ग में चर ७, ५ और ४ पर लगाने पड़ते हैं। 


(४) ७8% -- 200 +- 4४ -- 74 -5 (& -- 6) +- (2 -- 8५) + (१4४ -- 7) 








(४) पल मा दल 2 2 हम 

(को +क्ु हर -+४« (४) जज ५ मै +> है 

० -+कछष- का: पक ता न्‍ः0 (४४) जया +28 डे सी जा) 
व) न 3 कम  सस ढ्र+ क्ला द -+ 5 55 0. 
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बीजगरित 
9, बताइए कि दो क्रमित त्रिक अ्रभिन्‍न हैं श्रथवा नहीं । ह 
(0) (, 2, 3), (8 /3, 6 / 3, 9/ 3) (४) (, 2, 8), (2, 8, ) 
(४8४) (, 2, 8), (! + ।, 2 + !, 3 + ॥) (४०) (0, 2, 3), (, 4, 3) 
(०) (७, 9, 0), ( --०, -- 0, + ०) (०४) (०७, 08, ०), (७१, 80%, ८०) 
(०४) (6, 9, 6), (6 + ४, 8? -+- 6, 6 +- ५) (०७४) (6, 8, ०), (8, -- 9; ८) 
(59) (9, 9, 0), (9०, 90, 6४) (४) (५ 9, ०), (6 / 4, ४७ / 6, ७ ॥ 4), 


[(५) से (४) तक यह माना गया है कि 9, 8, 6, ८ विभिन्‍न भ-शुन्य परिमेय संख्याएँ हैं]. 
$. ऐसे ऋमित त्रिकों के समुच्नयों का वर्णन कीजिए जिनके लिए ततिम्तलिखित व्यंजक सार्थक 








नहीं हैं । 
(॥] मल टन 
3 7 





4. निम्नलिखित समीकरणों में से प्रत्येक के कम से कम तीन हल निकालिए | 
()० + ४ +2+] 0 (४४) 88 -- 2 -- 48 -- ] 5-० 0 
(१४) (28 -- 8) +- (४ + ७) + (7 -- 8४) + 0 
, (४) ३७४ - 48 न ैै४ ८ & -- ४ क॑ 8४ न 7. 
8. ऊपर के प्रश्न () के प्रत्येक रैखिक समीकरण के कम से कम दो हल निकालिए । 


47. दो अत्रिचरीय रेखिक समीकरर 
दो रैखिक समीकरणों 


बक् न 89 + 8 के ४-- 0 »»« (7) 

ढक न 29 + 6६४ -- ०४ 50 » (2) 
का विचार कीजिए, जिनमें ७, 0, 6, ८ ; ४, 0, ८, ४/ सभी परिमेय संख्याएँ हैं और प्रत्येक चर ७, 9, ४, का 
प्रभाव-श्षेत्र समुच्चय 9, है । इस भाग में, हम संयुक्त कथन 

बन 99 + व्ट न 6 5 0 और ढ&8 |न- 7५ +- ०६४ +- ६ -- 0 

का श्रध्ययत करेंगे , जिसे हम 

| कर + 9४ + %& + ४ 55 0 

४४ +- 90 + ०४ + ४/ +« 0, 

रूप में भी लिखना स्वीकार करते हैं। उदाहरणों द्वारा हम देखेंगे कि ऐसे निकाय के हलों का अनन्त होना 
भ्रथवा विद्यमान न होना ५, 8, ८ इत्यादि के मानों पर ग्राश्नित है। 


रैखिक समीकरण ०240 


उदाहरण । : 
& -- 29 +- 88 ++ 3] #> | 
38% -+- 49४ - 72 -+- 3 
का सत्य समुच्चय निकालिए । 
हल--दत्त निक्राय तुल्य है 
& -- 29 + 82 +- 3.7 5 0 
| 82४ + 48 -- 72 -- ४ -- 8(७ -- 2४ -- 82 +- ]) ++ 0 के। 


0 
0, 


कद ए 29 + 52 +- १7 0 

]09 -- 2९४ -- 830 - 0 

की: न 52 + 7] -- 0 

89 -- 72 -- ॥5 +5 0 

न ४ -- 29 +- 82 -- 7 0 

0 ह 42 -- 8 
] हल्का न्नजम पित्त तह 

४ 5 ]0--8 हैं 
श्रब॒ 0. के अंग-रुप में ४ को कोई मान ० देकर हम 9 का मान 0 >- “हल प्राप्त करते हैं। 


तब दो समीकरणों में से पहले से हम » का मान 


& न्‍+ 209 -- 86 -- . 
प्राप्त करते हैं । 
इस प्रकार समाधान समुच्चय अनन्त है । वास्तव में, यह 


| 6, 9, 6 ) ४ 9 0204 का / % नम 29 - 52 -- 77, 6 € 9, ) ४ 


2. 32 -- 69 +- 9४ +- & ८ 
42% -- 89 + 422 -- 8 छऋ> 


का सत्य समुच्चय- निकालिए । 
हल--दत्त निकाय तुल्य है 





है । 


0 
0 


4(3% -- 69४ +- 9४ + *) 
3(4% -- 09/ +- 22 -- 8) 5८< 
5 207 विद र कि प 92 -+- $) ॑+ 
8(42 -- 89 +- 0928 -- 8) -- #38४ -- 09 + 92 -- *) 55 0 
2 पाली 98 न॑- *) 55 0 
]8 -- 46 -> 0, 
कित्तु 8--6 5-0 मिथ्या है, इसलिए संयुक्त कथन 
4(3% -- 60 + 9४ +- 4) --0 और 8 -- 6 - 0 


मिथ्या है। भ्रतः दत्त निकाय का सत्य समुच्चय रिक्त है। हम कहते हैं कि समीकरण असंगत हैं । 


0 
0 के । 
0 


बीजगणित 


280 
प्रदनावली 
. निम्नलिखित समीकरण-निकायों के कम से कम दो हल निकालिए । 
/) ४--४न-- ४-+ 5 ऋ50 2 कक 7 मत स 0 
2४ -- 9 न छैड -+ 7 -> 0 ठेक +- 8 -- ४ + 4 ४5|+- 0 


( 
हर 


ह (४४४ 


| 


) हैक -- 29 -- 8४ -- 8 "5 0 (0) 8 ७ न 38 +5 0 
32 + 49 ++ शेड +- 2 प| 0 3० न ४- 32 -+- 5 0 
॥58 -+ 0/ +॑॑ 9िव्ने 8 < 0 »४) 6% -+- 39॥/ -- 9४ +- 29 -- 0 

(१) 208 -- 89 + 728 + अ +८0 ( 4७ + 20 -+- 68 +- 8 >> 0. 

9, सिद्ध कीजिए कि निम्नलिखित प्रत्येक समीकरण-तिकाय' का सत्य समुज्चय रिक्त 


()) [ ने #0- ४+9च४ 50 (४) |। 28 -- 398 + 8582 +> 8 


है । 
बल 
8% -- छै9 -+ है४ -- 7 +5 0 69% -- 9५ + 782 + 8 + 0 


48, तोन त्रिचरीय रेखिक समीकरण 
४, ९, £ वाले तीन रैखिक समीकरण 


6४ न 2/ + 68४ + ४ ->0 *) 
०४% -+- ०9 -- ००४ +- ४ -+ 0 "[2) 
. ४४ + 07४ + ०४ + 6“-- 0 (3) 
लीजिए जिन में ७, 8, 0, 6; ०/, ४, 6“ 6; ७४”, 9”, ०”, 6” सभ्नी परिमेय संख्याएँ हैं और प्रत्येक चर ४, 9, 2, 
का प्रभाव-क्षेत्र समुच्चय 9, है। हम संयुक्‍त कथन 
कक +न- 09 -+- ०४ -+- 6 +- 0 और &क + 79 + ० ४ +- 6 ज 0 
| और “2 +- 09 -- 6४ +- ४ -> 0, 


डू 
टन 
९० की 


के हल का अध्ययन करेंगे | 
हम इस संयुक्त कथन को 
&ए न 27४ +- & +-४ 5०0 
& न 09 -- 6४ +- ४ +0 
6४% + 99 -- ०४ +- ४7 -- 0, 
रूप में लिखना स्वीकार करते हैं ! 

: व्यापक रूप में इसके हल का अध्ययन बहुत उलझाने वाला हैं, इसलिए हम इसे छोड़ रहे हैं। किन्तु 
उदाहरणों द्वारा हम देंखेंगे कि समीकरण-निकाय के हलों का अ्रह्वितीय होना, भ्रनन्‍्त होना श्रथवा विद्यमान न 
होना ०, 8, ०, 6 इत्यादि के मान्तों पर आश्चित है। 
उदाहरण 4. 

४ +- ४ -+- ४+- ४$चज्त0 
४ न 2७ + 8४ + 6-50 
& - ७४ +- 08 -+ 40 +-- 0 


औैखिक समीकरण 


श््ठा 
का सत्य समृच्चय निकालिए । 


हल--दत्त निकाय तुल्य है 
बे ने ४ ऊ+ं & नी 3 55 0 
॥ & -- 2४ के ठै8 के 6 -+ (छ न 8४ न ४ ना 3) 55 0 
नी मै का 0४ +े 0 -- (& + 2४ +॑ 3४ + 6) 5 0 के। 
|] +/क+ थ्कडचता0 
ट ४ के थ्ड न 3 55 0 
| नी ४ ने ४न+ाडच-0 


् 


9 के औ +- 4 -- (४ +। 2४ +- 3) 55 0 


# + ४ के ४0570 
क्ष्जे ४ +- श४ न 3 ८5८ 0 
2 + | 5 0 _्ध 
४ ने ४ ने ४ नकाणैचत0 
बर ॥७ + 2 -- ]) + 3 0 
टन चन0फओ0 
ने ४ कंथ्नीअ0च909 मे 
9 ४ + 7 चत0 
नी? क+ 
& नी (-+ 7) + (८ 2) क॑ 3 55 0 
नर 0 


& न 7 0 
इआर ४ नी 4 50 
४-5 4 न्ीौ 0 
दत्त समीकरण-निकाय का सत्य समुच्चय 


र्र्‌ (्‌ ना 3 का ] के पी हि )) है 
हे । 


2. #-+- ४+ 2४ +- 70 55 0 
। 2४8 +- 389 +- 48 -- 33 55 0 
3४ + 89४ + 2 -- 56 है 
का सत्य समुच्चय निकालिए । 


9 
ध् बीजगशित 


हल्ल--दत्त समीकरण-निकाय तुल्य है 
» भु- #-+॑ 8& ++ 70 +5 0 
22 -+ 39 +- 48 - 38 -- 2(४ -+- ४ + & - ३ 0) 55 0 
2 -+- 69 -- 72 -- 66 -- 8(% + /४ + ४-- 0) -- 0 
४ न ४ ++ 8४+- 30 २ 0 
<्> 9 + 2४ - 78 + 0 
207 + 48 -- 26 -- 0 


# -+ ७ न- 2 -+ 70 -++ 0 
ह ४ नी 98 -- ल्‍8 +5 0 
29 +- 4४ - 26 -- 2(॥ + 28 -- 9) ++ 0 
४ + ४ + ४-- 70 + 0 
4 9 ++ %४ - 8 +- 0 
0 ऊप्ख 0 
र्श् ४ - ४ + ४-40 +5 0 
9५ +- 28 -+ 33 ++ 0 
क्योंकि 0-50 सत्य है। 
ग्रब 0 के प्रंग-रूप में ४ को कोई मान देने पर हम ऊपर के दो समीकरणों में से दूसरे द्वारा # का 
मान निकाल सकते हैं। पहले समीकरण में इन मानों का प्रतिस्थापन » का एक मान देता है। उदाहरण के लिए 
४ का मान 0 हो तो | का माल 3 होगा और ४ का सात --७ होगा। इस प्रकार दत्त निकाय का एक 
हल (--$, 8, 0) है। सत्य समुच्चय 
((6७, 0, 0) : & # 6 -- 8, 8 "5 3 -- 26, ०, 6, ८ € 0०.) 
है । 


8. थ +- 29 +- ४2+ 7 50 
&छ-+ 89 + 82४ +- 7 >> 0 
28 -+ # न बर्न 4 50 
का सत्य सम्‌ ्चय तिकालिए । 
हल--निकाय तुल्य है 
* ४-- 209 + ४+- 7 5 0 
४ -- 89 +- ४४ + 7 -+ (४ -- 2/ + ४ +- 3) *5 0 
४ -- 8 + ४ + | -- 2(४ -- %/ + ४ +- 2) 5 0 के । 
" 29 ++ 8 +  ज्* 0 
९2 -- 09 + 2४ -- 6 55 0 
39 -- ४-7 "50 
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४ -- 29 -+- 28 -- 7 -- ०0 
््+ 39 -- 2४-98 5८5 0 
3859/ -- 2-7. चजच->0 
>> 20 +- ६ -+- + न 0 

80/ -- ४ -- $ -- (ह॥/ -- ४ -- १) -८ 0 
कज>- 290 + ४ +- 7 #50 
द्ष्ज ४8 -- ४8 +- ह नर 0 
-- 2 550. 

क्योंकि --25:0 मिथ्या है, इस कारण अपेक्षित सत्य समुच्चय रिक्त है। 
टिप्पणी : हम देखते हैं कि समीकरण-निकाय के हल 





(५) अद्वितीय 
(४) अनतच्त 
(४४४) अविद्यमान 
हो सकते हैं । ' 
तबनूसार हम कहते हैं कि निकाय 
(४) संगत (४४) श्राश्चित (४४) असंगल 
है । 
प्रदनावली 
. निम्नलिखित समीकरण निकायों के सत्य समुच्चय निकालिए । 
48 -- 969 + 62 - 8+-- 0 & न- 9 ह८ 86 
(0) + 0०८ - 79 + ठै82 + 3550 (४8) 4 ४ + ४ ८ 37 
प्र८ -- 89 +- 9४ -+-+- 06-50 2 न+ & न्‍+ 492 
शि्क्क -- 89 + 62 -+- 4ी ++ 0 3: + 2%/ ८5 34 
(8४) 4 52 -- 99 +- 2४ -- 29 ++ 0 (१०) 388 +- 26 ++ 44 
8४ -- 09/ -- 428 न॑ 837 +_ 0 832 +- डिश ++ 42 
शक -+ 99 +न- बर्न ]ल्‍0 28 -न- 39 +- 6० +- ] 55 0 
(०) 48४8 -- 09 +- छै४ + 3 *5 0 (७४) ६४० न 28 2 न 4 जन 0 
» ने 2-+7] ++ 0 2 + 79 + 398 + ] 55 0 
श्िछि न 38 + 48 न- 450 &न- ४- ४+ 7+-+0 


(७४) ३828 -- 299 -+ 52 +- ]0 -5५0 (७०७) 482 -- 0४ +- 78 +- 055 0 
68% ++ 48 +- 228 +- 0"0 22 -- 8502 +- 26 - 0. 
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2, चर », ४, ४ का प्रभावक्षेत्र श्र-शून्य परिमेय संख्याश्रों का समुच्चय 090 मानकर निम्त- 
लिखित समीकरण-निकायों के सत्य समुच्चय निकालिए | 


] ] हर ्‌ 
(7) [ “८ पर के अत 7 + (४४) दिन गा पा चत्ठ 
| ] 
। पर + ्य +7+ 850 ऐ द्स्‍ा चत४ 
| 3 £॥ 6 |* । 
रा दा एई ॥ 0 कल एप की ातक्‍50 
[ थे [। [४ क्र 
हा | 9 ४० [7] 
(४४४) | ््च् न 9. न है च्त्0 (ह्ण) | क् न तु ््ां खा ब्स्द 
2/ छे 9 4 5 
आज हज पक 
।3  ै के आर धाम 


49... निर्मेय 
इस भाग में, हम देखेंगे कि रेखिक समीकरण-निकायों के हल का हमारा ज्ञान गरितीय निम्मेयों को 
हल करने में कैसे उपयोगी होता है।इस हम (४) सख्याओों (४) समय और कार्य (४४) लाभ और हाति 
(४) समय और दूसरी (४) स्कन्ध और अश (स्टाक और शेयर) के (क-एक उदाहरण द्वारा प्रदर्शित . 
करेंगे । 
उदाहरण ॥. दो अंकों वाली किसी संख्या के अंकों का योगफल 34 है। अंकों को उलटाने से वहू संख्या 8 
कम हो जाती है। संख्या निकालिए । 
हकल्तन--मान लीजिए कि इकाई अंक » है शौर दहाई अंक १. 


तब 
न 9 मन 4. (4) 
साथ ही संख्या 
# न 309.. 
है । अ्रकों को उलठाने पर संख्या 
40 ४ + ९ 
हो जाती है। 
साथ ही हु 
(४ + 209) - (202 +- ४४) 55 ॥.8. -»«(2) 


इस प्रकार हम समीकरणों () और (2) का निकाय प्राप्त क़रते हैं। परिणाम प्राप्ति के लिए 
हमें ४ और ३/ के लिए इस निकाय को हल करना होगा। 
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_ ब्वास्तव में ऊपर का निकाय तुल्य है 


न- & +- 9७ -- 255 0 के । 

(+थ» + ४ - 9) + (४ + ४ - 74) + 0 
शक 29 -- 76 - 0 
४: ई & न | ++ 74$ +5 0 
ध्र्च्न 6 
श््च्चथ्ड 6 

न 42 हम 8 बढ 


प्रपेक्षित संख्या 86 है । 


2, एक कार्य को तीन पुरुष और चार बालक पाँच दिन में तथा एक पुरुष और 6 बालक चारदिन 


में समाप्त कर सकते हैं। इस कार्य को एक पुरुष श्र चार बालक कितने दिन में समाप्त करेंगे ? 


हल : मात्त लीजिए कि अकेला पुरुष कार्य को » दिनों में और अकेला बालक ४ दिनों में समाप्त कर सकता 


है। निश्चय ही » और ५ धन्तात्मक परिमेय संख्याएँ हैं। 
तब 8 पुरुष और 4 बालक एक दित में कार्य का 
8 4. 
ख्ाक 
भाग समाप्त करेंगे । क्‍योंकि कार्य समाप्ति में उन्हें 8 दिन लगते हैं इसलिए 


$ 4 
गे नओ प प व, 
हज कह 
इसी प्रकार क्योंकि एक पुरुष और 6 बालक कार्य को 4 दिन में समाप्त करते हैं इसलिए 
| 6 ' 
4 | -+- हनी 7 
आओ) 


(44 


समीककारणों () और (2) का निकाय तुल्य है 


3 4 ] 

से दा का हे व्यय 09 

तु 36 __3 _0० के । 
"  आ 
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बीजगशित 
ठ 2 | है ॥ 6 है 
के (9 कं हक तल केक व 0 
॥ | 6 
गत न लक अं 
44 4] 
* | ध्क। +- छह? 
6 4 
। 7 या 
) ._) 
| जा 
द्जे 
व 6 ] 
हे 0 ग 
ले _ 
8. छह 
कक . 390: 


अब एक पुरूष और चार बालक एक दिल में कार्य का 


] 4 
क्रह 7 हर 


भाग समाप्त कर सकेंगे | 


यदि उन्हें कार्य समाप्ति में ४ दिन लगें तो 


] हु 


जिसका तुल्य रूप है & #+ 0, 


8. एक घोड़ा और एक गाय 760 रु० में बिके । घोड़े पर 26 प्रतिशत झौर गाय पर 0 प्रतिशत 
लाभ हुआ । इन्हें 70780 रु० में बेचने से घोड़े पर 20 प्रतिशत और गाय पर 28 प्रतिशत लाभ होता । 
प्रत्येक का क्रम-मूल्य निकालिए । 


हल : मान लीजिए कि घोड़े और गाय का क्रय मूल्य क्रमशः » और / रुपए है। पहली स्थिति में इनका 


विक्रय मूल्य ऋमश: 


80 0 अत 0 2 गुर. 20 ] |, 
[60 / अति 42 आता 
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होगा । इस कारण 
ह - वा 
यूध के पं | 55 780. «**() 
इसी प्रकार 
है; 
28 - न्‍| 7575 .*«(2) 


प्रव समीकरणों (।) श्रौर (2) का निकाय तुल्य है 


25% -+- 229 --- 8200 -- 0 
29% -- 28॥ -- 8880 -- 0 के 


22 (26% -- 22 -- 5200) + 0. 
28 (222 -- 288 -- 8380) -- 0 


29 (26% + 229 - 5900) -- 86 (१९७ -+- 968 -- 8850) - 0 
222 + 289 -- 8380 -> 


--49 +- 49380 -- 0 

222 +- 289 -- 5880 -- 0 
॥ 9 ल्‍+ 380 

228 -+- 289 - 6850 - 0 
% 55 300. 


घोड़े का क्रम मुल्य 300 रु० और गाय का 380 रु० है। 


4. एक नौका 0 घंटे में जलधारा के प्रतिकूल 30 कि० मी० श्रौर अनुकूल 44 कि० मभी० जाती है। 
]8 घंटे में यह धारा के प्र तिकूल और शअ्रतुकूल 'क्रशः 40 कि० मी० और 55 कि० मी० भी जाती है। 
जलधारा की और स्थिर जल में नौका की गति निकालिए । 


हल : मात लीजिए कि स्थिर जल में तौका की और जलधारा की प्रति घंटा गति क्रमशः & और ७ कि० 
मी० है। 


तब नौका वी जलधारा के प्रतिकूल गति (४--०) कि० मी० प्रति घंटा और जलधारा के अनुकूल 
(४--४) कि० मी० प्रति घंटा होगी। 
क्योंकि पहली स्थिति में 0 घंटे लगते हैं इसलिए 


80 44 | 
व मिदेड 2 हि की ब्न्द न 
कह --+ 0 ९ न ४ 53 () 
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इसी प्रकार 
40 55 
न उप पल मर लक 
समीकरणों (!१) और (2) का निकाय तुल्य है 
। 30 - हक - 0 ) ७० 
॥श १४ ++ 0 छ ने? 
40 ह5 
3 (८.७ जमा 8 ० के 
30 4 
कह, ४4७- 0) 5० 
/ 40 ह5 
अम्ल, ४१5४- 22 ) 
| 30 44 
(- जा का आय अत आग कर हक ) ष् 
380 . 44 
*| हज आप सतह 70 0 अत 
॥ है । 
कक न ]+५--0 
-. 30 44 
हा ढ-9०छ ७-०० म5 “0 20 
४ ४ +- ० 55 4 
30 44 
कल लग शो ए  अत 
४ +- ७ हू 73 हू 
| 4 -- 0४7> 0 
क - 0० 
थ्ल्ज 
9 चक्नवत 
*१ ९ -- ४ ऋ# 5 
%# न- ९४ ज| )] 
+ | (& ने थे के (४- ०) 565 + 77 
8 न ४ हू 43 
ै १७ जज ह 
नये 
१८ न? इ्55 व 


ईखिक समीकरण 


' ७ चच छे 
ञह । है 4 / ५ ञ 


अ्रतः स्थिर जल में नौका की गति 8 कि० मी० प्रति घंटा और जलधारा की गति 3 कि० मी० 
प्रति घंटा है। 


2989 


5. एक व्यक्ति ने 6,200 5० में से कुछ तो 0 प्रतिशत स्कंध में 82 पर और शेष 8 प्रतिशत 
स्कंध में 99 पर लगाए यदि प्रत्येक विनियोग से प्राप्त आय समान हो तो दोनों विनियोग निकालिए। 


, दल: कथन 70 प्रतिशत स्कंध 82 पर” का अथे यह है कि 00 रु० मूल्य वाले स्कंध को खरीदने 
के लिए हमें 82 रु० देते पड़ते हैं और तब 82 र० के इस विनियोग से, वाधिक झ्राय 0 रु० होगी । इसी 


प्रकार कथन '8 प्रतिशत स्कंध 99 पर' का अर्थ यह है कि 99 रु० के विनियोग से 00 रु० मूल्य वाला स्कंध 
प्राप्त करते हैं और तब वाषिक आय 8 रु० होगी। 


मान लीजिए कि उस व्यक्ति ने दो स्कंधों में क्रश: ४ रु० और | रु० लगाए । 


क्योंकि उसका कुल विनियोग 6,2000 रु० है इसलिए 


| £ न ४ 5 6200 » न) 
पुन' क्योंकि दोनों विनियोगों से श्राय वही है इसलिए 
क्र 5 9४ 
ग्र्कक >%-+0 च्त्ठ्ु 8. ४» - 7£52(2)) 


(७० 
समीकरणों () और (2) का निकाय तुल्य है 


४ +- ४ 5 6200 
48% -- 489 +-- 0 के 


हर ४ + ४ -- 6900 -- 0 


हर » +- ४ -- 8200 -- 0 
48% -- 309 -- 36 (& + ४ -- 0200) -- 0 


हे & -- ५ -- 6200 -- 0 
-- 89 + !5 ५८ 6900 - 0 
४ +- ५ -- 6200 -- 0 

दे | 9 ++ 9000 
हि ४ 4 8000 -- 6900 -- 0 
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बीजगरित 


. & #5 8200 
हर ४ न 8000, 


दोनों विनियोग 3,200 २० श्रौर 3,000 २० होंगे । 


प्रशनावली 


दो अंकों बाली किसी संख्या के अंकों का योगफल 8 है। संख्या में 8 जोड़ले पर झ्रक 
उलट जाते हैं । संख्या निकालिए । 


दो श्रंकों वाली किसी संख्या के श्रंकों का योगफल उस संझया का एक चौथाई है। अकों को 
उलटने पर प्राप्त संब्या दी हुईं संख्या से 27 श्रध्िक हो जाती है! संख्या निकालिए | 


तीन अंकों वाली किसी संख्या के अंकों का योगफल ।7 है ; मध्यांक दसरे दोनों श्रंकों के 
योगफल से । श्रध्चिक है। अंकों का क्रम जलटने से संख्या 396 कम हो जाती है ? संख्या 
निकालिए। 


अब से पाँच वर्ष पश्चात्‌ पिता की श्रायु पुत्र की आय से तिगुनी होगी । अ्रब से पाँच बर् पूर्व 
पिता की आ्ायू पुत्र की श्रायू से सात गुनी थी। उनकी बर्तमान भ्रायू निकालिए । 


एक मनुष्य के पांच पुत्र हैं, पुत्रों की श्रायु का योगफल पिता की आयु के बराबर है। बारह 
वर्ष पश्चात्‌ पुत्रों की आय का योगफल पिता की शआ्रायु से छुगुला हो जाएगा। पिता की बत॑भाव' 
प्रामु क्या है ? 


तीन पुरुष भ्रौर चार बालक एक कार्य को पाँच दिन में कर सकते हैं. तथा दो पुरुष श्रौर बारह 
बालक इसी कार्य को चार दिन में कर सकेते हैं) एक पुरुष और दो बालक उसे कितने दिन में 
करेंगे ? 


एक पुरुष और एक बालक जितने समय में किसी कार्य को कर सकते हैं उतने ही समय में 
तीन पुरुष श्र नौ बालक उस कार्य का चौगुना कर सकते हैं। समान समय में पुरुष और 
बालक द्वारा किए गए कार्य का अनुपात निकालिए | 


बीजगणित पुस्तक की चार और ज्यामिति पुस्तंक की पाँच प्रतियों का मूल्य 49 रु० है। तथा 
बीजगणित पुस्तक की सात और ज्यामिति पुस्तक की चार प्रतियों का मूल्य 02 रु० है। 
प्रत्येक का मूल्य निकालिए | 


किसी भ्रादमी ने नो घोड़े और सात गाएँ एक ब्यक्ति की 42,000 रू० में बेचीं तथा किसी 
दूसरे व्यक्ति को उतंने ही मूल्य में छः घोड़े और तेरह गाएँ बेची । प्रत्येक का मूल्य 
क्या था 


रखिक समीकररशा 


0. 


॥, 


42, 


9., 


4., 


5, 


6, 


7. 


88, 


५ ट 90 


एक कि० ग्रा० चाय और तीत कि० ग्रा० चीनी का मूल्य 9:50 रु० है। यदि चीनी का भाव 
80 प्रतिशत और चाय का १0 प्रतिशत बढ़ जाए तो उत्तका मूल्य 23:28 ४० हो जाता है। 
चाय और चीती का मूल्य प्रति कि० ग्रा० निकालिए 


78 मीटर लंबी रेलगाड़ी 8 कि० मी० प्रति घंटा की गति से भागने वाले व्यक्ति के पीछे से 
बराबर आकर 75 सै० में उसको पार कर गईं। इसके पश्चात यह एक दूसरे व्यक्तित के 


पीछे से बराबर भाकर उसे 6" सै० में पार कर गईं। दूसरा व्यक्ति किस गति से चल 
रहा था? 


एक जलधारा 8 कि० मी'० प्रति घंटा की गति से बहती है। एक यंत्र नौका धारा के प्रतिकूल 


]0 कि० मी० जाकर 50 मिनट में प्रस्थान बिन्दु पर लौट भ्राती है। स्थिर जल में यंत्र तौका 
की गति' निकालिए 


अभिल और अजय एक मि० मी० दौड़ते हैं। पहले अनिल अजय की 265 मी ० की छट देकर 8] 
सैकिन्ड से हराता है। दूसरी बार अनिल अभ्रजय को ] मिनट 5 सैकिन्ड की छूट देता है 


आर 80 मीटर पीछे रह जाता है। अनिल झऔर अजय एक किलोमीटर कितने-कितने 
समय में दौड़ते हैं ? 


नवीन और सुनील साइकिल द्वाराक से ख तक 55 कि० मी० जाते हैं। नवीन 
सुतील से 30 मिनट पहले पहुँचता है। तब वे साइकिल से ख से क पर लौटते हैं। सुनील को 
4 कि० मी० की छूट देकर नवीन उससे 6 मि० पहले पहुँच जाता है। दोनों की गति 
फकि० मी० प्रति घंटा निकालिए । 


सुशील किसी गति से चलकर कोई दूरी पार करता है। यदि वह | कि० सी प्रति 
घंटा तेज चलता तो उसे 78 मि० कम लगते । किन्तु यदि वह ! कि० मी० प्रति घंटा 
घीमा चलता नो उसे 45 मि० अधिक लगते । दूरी और सुशील की गति निकालिए। 


राम और श्याम की आय बराबर है। राम अपनी आय का एक-पंचमांश बचाता - 
है । किन्तु राम की अपेक्षा प्रति वर्ष 000 रूुं० श्रधिक व्यय करने से श्याम पर ४ वर्ष 


के अंत में 2000 रू& का ऋण हो जाता है। प्रत्येक की बाषिक आय क्या 
हुई ? 


]880 रू० की राशि का कुछ भाग 75 प्रतिशत और शेष 32 प्रतिशत साधारण ब्याज 
पर दिया गया। तीन बर्ष के पश्चात्‌ कुल ब्याज 480 रू० प्राप्त हुआ। पृथक्‌-पुथक्‌ 


ब्याज पर दी गई राशियाँ बताइए। 


एक व्यक्ति 6750 रू० का कुछ भाग ॥2 प्रतिशत स्कंध में 40 पर और शेष 
0 प्रतिशत स्कंध में 726 पर लगाता है। यदि उसकी कुल श्राय 560 रू० हो तो दोनों 
विनियोग निकालिए । 
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बीजगणित 


9, एक व्यक्ति 7 प्रतिशत स्कंध में 089 पर और 8 प्रतिशत स्कंध में 08 पर बराबर- 
बराबर धनराशि लगाता है। पहले विनियोग से उसकी झाय दूसरे की श्राय से 86 रू७ 
ग्रधिक है। दोनों विनियोग क्‍या थे ? 


20, एक व्यक्ति 2/,000 रू० ॥$ प्रतिशत स्कंध में 48 पर और ॥]0४$ प्रतिशत स्कंध में 
9] पर इस प्रकार लगाना चाहता है कि दोनों से उसकी श्राय बराबर हो। ऐसा बह किस प्रकार 
करे ? 


' संक्षेप 


समीकरणों में झ्ञाते वाले प्रत्येक चर का प्रभाव-क्षेत्र समुच्चय 9 और समीकरणों में 


श्राने वाले गूर्णाकों को 9, के अंग मानकर निम्नलिखित परिणाम प्राप्त होते हैं । 


(।) रैखिक समीकरण 
हक न ? 5 0, 6 5 0, 


का हल 
मल 
(2 
अ्रद्वितीय होता है। 
(2) समीकरण 
+ 9४550 जा 0 
0 नै 6 + 0 055 0 
तब श्रौर तभी संगत हैं जब. 
| चद्द >5 06. 


(3) ० और ०४ दोनों के एक साथ शून्य न होते पर, समीकरण 
ढक -- 02/ -- ८ रू 0 


का सत्य समुच्चय अनन्त होता है । 


(4) निकाय 


0 
0 


कक न 80४ + ८ 
ढक न ह १ +- 6 


के हल (४) श्रद्धतीय. (&) अनन्त (१8) अविद्यमान तभी होते हैं जब क्रमशः 


(8) 40 < 06... (8) 66४ न्‍+# ढ9, दर्ट -- 66... (8४४) ढ0 +- ४0, 4८ ४ :०४०, 
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अ्रतरूपतः हम कहते हैं कि निकाय 
(४) संगत (४) श्राश्चित (४४४) असंगत 
है । 
(8) ७, 8, ० के एक साथ शुन्य न होने पर 
कक्ष नी 2 न था न 4 5 0 
का सत्य समुच्चय अनन्त होता है। 
(6) निकाय 


ई क्ष |- 929 + & + ४ 0 
४४ -+- 079५ + ०४ +- ८ -- 0 
का सत्य समच्चय अनन्त या रिक्त हो सकता है। 
(7) निकाय 
क्क नी 0४ + ०७ + ८6 #50० 
ढक्रने 279 ०४ +- ८ +-0 
द्क्राी -- रा रह 62 मा अ वे --0 
के हलों का 


(?) अह्ितीय होता (४) विद्यमान न होना (४४) अनन्त होना ग्रुणांकों के मानों पर 
निर्भर होता है। 
सिहावलोकन प्रदनावली 
3, निम्नलिखित समीकरण-तनिकाय हल कीजिए : 
(॥) न- [2॥/ -- 73 +5 0 ७... (&% + 49 - 22 -- 0 
72%8 + 89 -- 2 + 0 (४) ि -89+ 7-0 


गा] पक + 39 + ७४ 


५ 28 +- 49 + छू 0 
2४ +- 8/ -- 8 (थ्ण) | 


32% -- 69 + 9-7 0 


8) | 89 -- 09 -- 30 + 0 


| 


॥ 
८० ०० 


॥ 


श% न 280 -- 7.४ 
(०) | 4% - 3/ +- हढ 


2, निम्नलिखित में से कौन-से समीकरण निकाय संगत हैं और कौन-से नहीं ? 


(१) * पछ न॑- 240 -- 9७ 0 (४8) 2७ -+ 49 +- 74 +5 0 
& -- 3869 - 77 550 22 -- 89 +- 2 0 चर 


9 84 | | 


बीजगणशित , 
89 -- 409 + 79 ++ 0 8४ + 49 -- 8-0 
(88) ह 4४ -- 28 +- 5-50 (8) ५ टैंश “7 80४ +- $ 55.0 
29% -- 8]0॥ -- 7-50 38% - 2408 + 9 -<5 0 


3. प्रत्येक चर का प्रभाव-क्षेत्र अन्शूत्य परिमेय संख्याश्रों का सभुच्चय ९७ मान कर निम्तलिखित 
समीकरण निकाय हल कीजिए । 


धर $ | 4: 5 ] 
कि अं | किक  क्ू छू 
(४) (४४) 
8 न 4 7 3 
टन गुर शत स्का हैक. 3४  छ्ू' 
4, & #£ 9 मान कर सिकाय 
|; ना #च्कओ 
6४ न 8७ करू 6 
&१%8 -ै> 0भ/ -+ €*, 
का. संगति-प्रतिबंध निकालिए । 
8. निम्तलिखित समीकरण-निकाय हल कीजिए ! 
* ४-5 2 +- 22 -- <+5 0 शैश +ेा बं# नी ४ -,9 550 
(8) 5 देख ना 30 -+ 0४ - 72550 (४) ९ 4% -+- ७४ -- )328 -- 8 ++ 9 
"65% + 280 - 362 -- 37 0 8॥ -- 72 -- 2 - 0 
थक +5 &े ना ठीछ नी 8 -- ४४ जल्‍+ 0 
(४४४) हैश - 7/ | 70... (%#) & नी 29 + ?ि4 + $ 55 0 
9८ -- 99/ ++ 7४ #| 2 8४ ++ 79 +- & के 4* रर 0 


6, चरों का प्रभाव-क्षेत्र 99 मान कर निम्नलिखित समीकरण-निकाय हल कीजिए . 


[7 हा सम (2 3 8० 
[झगड 4००0 आम कक जी 
. /] त्‌ 9 अल 
ही) चैः कप 2 33 गत न्‍+ 0च्चड 0 
50 6 4 का की 5 दा मन 
हर 8-0 हज है बन 
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7. दो अंकों बाली किसी संझ्या के श्रंकों का योगफल 0 है। अंकों को उलठने पर प्राप्त 
संख्या दी हुई संझ्या से 38 अधिक हो जाती है। संख्या निकालिए । 


8. आशा उषा से कहती है, “मुझे 900 रुपए दे दो तो भेरे पास तुम्हारे पास बचे रुपयों से 
दुगुने हो जाएँगे ।” ऊषा उत्तर देती है, यदि तुम भूझे 00 रुपए दे दो तो मेरे पास तुम्हारे पास बचे रुपयों 
से तिगुने हो जाएँगे ।? दोनों के पास कितने-कितने रुपए है ? 


9. एक भिन्‍न के अंश में । जोड़ने पर भिन्‍न $ हो जाता है । किन्तु है से गुणा करने पर वह 
ई हो जाता है। भिन्‍नत निकालिए । 


]0, क और ख किसी काय को मिलकर १# दिन में समाप्त कर सकते है। क के 2] दिन 
प्रौर ख के $ दिन काय करने पर भी वह समाप्त हो जाता है। दोनों को कार्य-समाप्ति में पृथक्‌-पृथक्‌ . 
कितना समय लगेगा । 


, तीनों नलों को एक साथ खोल देने से एक जलाशय १2 घंटे में भर जाता है। एक नल उसे 0 
घंटे में और दूसरा 8 घंटे में भर सकत है। तीसरे नल का प्रयोजन बताइए । 


9, एक व्यापारी 80,000 रू० में दो कारें खरीदता है। वह एक को 20 प्रतिशत श्रौर दूसरी 
को 8 प्रतिशत लाभ पर बेचता है। यदि कुल लाभ 8 प्रतिशत हो तो प्रत्येक कार का क्रय मूल्य निकालिए । 


78, एक व्यक्ति कुछ संतरे 50 पैसे के 3 श्रौर दूसरी प्रकार के कुछ 25 पैसे के दो के हिसाब 
खरीदता है। इस प्रकार बह कुल 36 रुपये देता है। वह 6 संतरे निकाल कर शेष सभी को बीस-वीस पैसे में बेच 
देता है। इस प्रकार उसे 8:8 रुपये लाभ होता है। उसने दोनों प्रकार के कितने-कितने संतरे खरीदे ? 


“4, पिता की आय पृश्र की आय के लिगुने से 8 वर्ष अधिक है। ञ्ब से तीन वर्ष पश्चात्‌ पित्ता 
की आय पुत्र की आय के दुगते से 0 वर्ष अधिक होगी । उत्तकी वर्तेमान झ्ायू तिकालिए। 


8. मोहन और सोहन की वर्तमान आय का योगफल 63 वर्ष है। साथ ही मोहन की वर्तमान 
झाय सोहन की उस समय की आय से दुगुनी है जब मोहन की भ्रायु सोहन की वत मान आयु के बराबर थी ! 
उत्त की श्राय निकालिए । 


6, जलधारा के झन्‌ कूल बहते हुए एक नौका 46 मिनट में 6 कि० मी० दूरी पार करती है। 
किन्तु धारा के प्रतिकूल विस श्राने में उसे ॥# घंटे लगते हैं। धारा की और स्थिर जल में नोका की गति 
प्रकालिए । 


।7. 600 कि० मी ० की यात्रा का कुछ भाग रेलगाड़ी द्वारा और कुछ भाग कार ह्वारा पार किया 
जाता है। 20 कि० मी० रेल द्वारा और शेष भाग कार द्वारा पार करने पर कुल समय 8 घंटे लगता है 
किन्तु 200 कि० मी० रेल हारा और शेष भाग कार हारा पार करने पर 20 मिवट अधिक लगते हैं। रेल 
और कार की गतियां निकालए | 


१ बीगाणित 


]8, प्रागरोत्ीग ते दो घोल  प्रतिएत और 2 प्रतिशत गढढे हैं। !? प्रतिशत बढ़े भोत हे 
00 ध० पे भी० प्राप्त करे के लिए प्रहोक घोल की कितगी कितनी मा मिनी पड़ेगी ! 


], एढब्यक्ति (400 शये काजुछ भाग ह प्रतिशत संकध में 00 पर प्रौर शेष 0] परतिशत 
छाप मं ॥ पर जाती है। यहि उस्ती इुत प्राय ॥॥00 गे हो तो बताइए कि उसने प्रशेक 
वितगा-गितना घरीदा | 


40, एक पृ के पातत 800 हे हूँ। पेश राग का कुछ भाग वहू ) प्रतिगञ छा मे 
0) पर ग्रौर ऐप! प्रतितत सं में )0] पर गाता है। यदि दोनों विनिधोगों मे प्राण ग्राय बराक: 
बरणबर हो तो प्रत्ेक विनिणेग विक्रातिए । 


0 


दिघात-समीकरण 





90, भूमिका 

ग्रध्याय 6 की भाँति, इस श्रध्याय में भी, चरों का प्रभावशक्षेत्र परिमेय संख्याप्रों का समुक्चय 
0 ही होगा प्रौर संख्याएँ भी परिमेय ही होंगी । भ्रत्यथा होने पर विशेष उल्लेख कर दिया जाएंगा। 

बीजीय व्यंजक 

22% --3, 8289, ४&॥/--०, 0४7--22--9, ४४--३४७॥ -- ४१, 3४ --2४”-- है४-- 7 

का विचार कीजिए । इनमें से प्रत्येक का निर्माण परिमेय संख्याओों के साथ चरों के योग भ्ौर गुणुन की 
कुछ संक्रियाश्रों द्वारा होता है । ये व्यंबक तथाकथित बहुपदों के उदाहरण हैं । 

परिभाषा--0 में कोई बहुपद एक ऐसा बीजीय व्यंजक है जिसका निर्माण परिमेग रख्याओं के साथ 
चरों के गोग और शुणन को कुछ संक्रियाओं द्वारा होता है । किसी बहुपद में फिसी भी चर का घातांक अनि- 
वायत: अ-ऋण/त्मक पूर्ण संख्या होता है 

उदाहररणार्थ, 

207-|- )'6४--९, -- 8४5 -- 42 --7 
तो बहुपद हैं किर 
रा ट 
४ 

बहुपद नहीं है क्योंकि ४/9 में चर ॥ का घातांक आऋशात्मक पूर्ण संख्या --। है। 

बहुपद का सरलतम रूप एकपद है जो या तो कोई संझ्यांक या चर या एक संख्यांक के साथ 
, एक अथवा अनेक चरों के गुणन का फल होता है । 
इस प्रकार. 

6:#*,--8'628, 729/* * हैं 


तर 


268 के बीजगणशित 


एकपदों के कुछ उदाहरण हैं। श्रतः किसी बहुपद को कुछ एकपदों का योगफल भी समफा जा सवाता 
है । एकपदों के योगफल रूप बहुपद के प्रत्येक एकपद को बहुपद का पद कहते हैं। दो पदों बाले बहुपद 
को द्विंपद और तीन पदों वाले बहुपदे को ज्रिपद कहते हैं । 


प्रइनावली 
तिरंनलिखित बहुपदों में से कौन-से एकपद, कौन-से द्विषद और कौन-से त्रिपद हैं । 
(0) ४-+-7 (8) ,१&-- 8%-- । 
(४४) 42 हा (०४) 7-84 
ह 
(०) ४ (४--॥/) (७४) 8७॥--॥-- ५४ 
(९४) ४ (०४४४) 8%*--4 


(८४) #-॑-४+४ 
प्रस्तुत अध्याय में हम केवल एक चरीय बहुपदों का ही भ्रध्ययन्त करेंगे । 


फ्रिभाषा--9 में एक चर वाला बहुपद ; 
47८७ ० निशा! 7-० १-०, ३४-०७ 


रूपए बाला बीजीथ व्यंजक होता है। ग्रहाँ 
है) हा हरी ७, , धन के 


५ 


दत्त परिमेय संख्याएँ हैं, ०,#£0। » भोई 'वन-संख्या है और » का प्रभाव-च्षेत्र 9. है | संख्यात्ों ०,, 6,, ७;'' 
७, _3 की क्रमश : ' ' 
070 06806 5 हर कक क् । 

का गुशांक कहते हैं। ७, को बहुपद का अ्रचरपद झ्ौौर # को इसका घात कहते हैं। साथ ही, महत्तम 
घात वाले पद का गुणांक ) होने पर बहुपद एक शुणांको कहलाता है। 

उवाहरणार्थ, 

(४) शर्न-# (४) 7४--88--$ (४४8) ४१---%४-- ) 

४ के क्रमशः एक, दी श्रौर तीन घात वाले बहुपद हैं । इनमें से (४४) तो एक गुणांकी है परन्तु (४) भौर 
(४) नहीं हैं । 

एक घात वाले बहुपद को रेखिक बहुपद भी कहते हैं। साथ ही दो घात वाले बहुपद को 
दिच्वात बहुपद कहते हैं । 

यह ध्यान देवा उचित होगा कि एक अज्ञात वाले रैखिक समीकररणों श्रौर रैखिक भ्रसमतागप्रों 
के अध्ययन में हमारा संबंध रैखिक बहुपदों के साथ था | चर » वाले रेखिक बहुपद का व्यापक रूप 

62 -- 0 

है | यहाँ ७ और 2 दत्त परिमेय संख्याएंँ हैं श्रौर ० <£ 0. हम देख चुके हैं कि एक अज्ञात » वाला रैखिक 
सम्रीकरण एक ऐसा खुला कथन है जो 
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८४ -- 9-5 0 
रूप वाले खुले कथन के तुल्य है। यहाँ ७, ०, दत्त परिमेय संख्याएँ हैं और 7£0. साथ ही एक श्रज्ञात वाली 
रैखिक असमता एक ऐसा खुला कथन है जो 
(४) 6०--०>0 (४) ०४--४ < 0 
(४8) &#-+-0:»0 ह (४०) 6४--2« 0 
. में से किसी एक रूप वाले खुले कथन के तुल्य है | यहाँ भी ७, 9 दत्त परिमेय संख्याएँ हैं और 40. 
इस अष्ठयाय में, हम ऐसे खुले कथनों का प्रध्ययन करेंगे जो 
(४) ०%/-- 9४-|-०5८० : (88) बक्कौ--0४-|- ८-0 
(४४2) &८४--9४--० <: 0 (४०) 6%?-|-४४--- ०:20 
(७) #४--8४-- ०८६0० 
' रूप वाले खुले कंथनों के तुल्य हों । यहाँ ७, 2, ० दतच परिमेय संख्याएँ हैं और ४-८0 
प्रतः इस इस शभ्रध्याय में, हमारा संबंध 
4&-- 0४-- 6 
रूप वाले ट्विघात बहुपदों से होगा, जिनमें ७, 0, ० कोई संख्याएँ हैं श्रौर 6550 तथा चर » का प्रभाव-क्षेत्र 
परिमेय संख्याश्रों का समुच्चय 9 है। 
निस्‍्संदेह हम किसी चर को वर्ण » द्वारा सूचित करने के स्थात पर ५, ७», ०, £ जैसे किसी 
प्रन्य व द्वारा सूचित कर सकते हैं । 


पर टिपएणी : यह संभव हैं कि द्विघात बहुपद में » का गुणांक भ्रथवा अचर पद शुन्य हो । 


प्रशनावली | 
, निम्नलिखित बहुपदों के गुणांक और भ्चर पद दीजिए | प्रत्येक का घात भी 
बताइए । ५ 
(४) 2%8--7 (ध) अण्न5 
(४४9) --४3४ (४9) '59-- 7 
(०) --2'5४--2 (०४) 7४ 
५४००४) --2४”--7 (४४४४) '६क--7४--४ 
(४४) पर ४ (४) 897--2४-+-7 
(४४) $9४-- ५४-४७ (#&8) --8४* 
(७४४8) #--#--१ (४४७) --9#-- ६४ 
(४०) 3#7--7 (००४) &-- 7४-- 3४-65 
(2०४) 20--2%४8-- ४ (#०४४) #7--) 


2. ऊपर के प्रदन । में कौन-से बहुपद एक गुणांकी हैं ? 
3. प्रत्येक के ग्रुणांकों श्रौर श्रचर पदों सहित कोई पाँच द्विघात बहुपद लिखिए । 
उनमें से कौन-से एक गुरणांकी हैं । 


बीजगणित 

4. दो ऐसे निघात-बहुपद लिखिए जो एक गुणांकी हों । प्रत्येक के गुणांक और 
ग्रचर पद भी बताइए | 

8, पाँच घात वाला एक बहुपद लिखिए। इसके गुणांक और अचर पद भी 
बताइए । 
5. दो रेखिक बहुपदों का गुशनफल 

यह ध्यान देना महत्त्वपूर्ण है कि एक ही चर वाले दो रेखिक बहुपदों का गुणनफल एक द्विघात 
बहुपद होता है / 
दो रैखिक बहुपद 

4०8--9, ०४--८०॥; ०550, ८८६0 


लीजिए । 
वितरण नियम और योग एवं गुशान के क्रम-विनिभेय तथा साहचर्म-नियम का बारंबार प्रयोग 
करके हम ' 
(५४--0) (6४--०) -- ०० (०४--०४) -- १ (८४--५) 
सम 48 08 --०४6--०८४-- ०७ 
क-क्ष्कौन- (6-००) 2-- ०० 
प्राप्त करते हैं । 


साथ ही हम देखते हैं कि 
ह 0550 और ०05८0 +> ४0550, 
इस प्रकार पद ७८४ के गुणांक ४८ के शून्य न होने के कारण गुणनफल द्विघात बहुपद है। 
टिप्पणी : हमें ध्यान देता चाहिए कि समता 
(७४--0) (००--०४) ८-००४ -|- (46-|-9०) ४-- ०८ 


सत्य है #०€ ५9, 
प्रइनावली 
]. रैखिक समीकरणों के निम्नलिखित गुणनफलों को द्विघात बहुपदों के रूप में 

व्यक्त कीजिए । 

(6) (४+-।) (४--») (४) (४-9 (»+-») 

(४0 (४-4) (४-7) (४०) (2४--) (४--2) 

(०) (2४--४) (88--2) (०) (52--7) (68--7) 

(४४) (४--4) (8४--3) (७४) (--»४--7) ( ) 

(४9) (१४--५) (४#--2) (४) (2--88) (88--) 

(४४) (8--4४) (8-48) (७४४) (2--7) (%/--8) 
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५, 0, #, 6, 4 १४ के परिमेय संख्याएँ होने पर निम्पलिखित गुणनफलों को 
द्विघात .बहुपदों के रूप में व्यक्त कीजिए | 
(2) (४-०) (४-0) (४४) (४--2%) (४--389). (#४) (४+-) (५४--8%). . 
। 3. एक ही चर वाले रैखिक बहुपदों के कोई पाँच युग्म लिखिए और प्रत्येक युउम 
के गुगनफल को द्विघात बहुपद के रूप में प्राप्त कीजिए । 
किसी एक गुणांकी रैखिक बहुपद को वर-- ु 
ऊपर के प्रश्न ] और 2 में हम देख सकते हैं कि दो एक गरुणांकी रेखिक बहुपदों का १शुनफल 
एक गुणांकी द्िघात बहुपद है। दो रैखिक बहुपदों के गुशनफल के विशेष उदाहररण-रूप में किसी एक 
गुण्णांकी रैखिक बहुपद के वर्ग को लीजिए । किसी एक गुणांकी रेखिक बहुपद का रूप 
४-5१? 
होता है जिसमें # कोई परिमेय संख्या है । श्रव 
(४-79) ८ (४--४) (»+-») 
उन» (४-४) +8 (४न-४) 
नर (४ -- ४४) + (४-४) 
उतर --292४--9 
हम देखते हैं कि श्रचर पद %” और ४ का ग्रुणांक 29 है । अतः किसी एक गुणांकी रैखिक बहुपद का वर्गं 
एक गुणांकी द्विघात बहुपद होता है, इसमें अचर पद & के गुणांक के आधे का वर्ग होता है। 
बविलोमतः यदि किसी एक गुणांकी द्विधात बहुपद में श्रचर पद » के गुणांक के श्राघे का वर्ग हो 
तो वह बहुपद किसी एक गुरणांकी रैखिक बहुपद का वर्ग होता है। 
उदाहरणार्थ--निम्नलिखित में से प्रत्येक एक गुणांकी द्विधात बहुपद उवत प्रतिबंध का समाधान 





करता है । ह 

(४) ४४--४४-- 4 (8 #--202--2* 

(४४) #*--9४-- रा (४०) #* 

(०) #-- क्यूँ (७४) #7--6%--9 
श्रौर थे क्रमशः निम्नलिखित एक गुणांकी रैखिक बहुपदों के वर्ग हैं : 

(४) ०-2 * (४) ४--० 

(४४8) ४-- कप (#9) . #-- के 

| 


(४) ४-- तक (०४) #--3. 


शाप बीजगणित 


अरब, हम एक गुणांकी द्विधात बहुपद 

४7--/%-- . . . 
का विचार करते हैं जिसमें अ्रचर पद ज्ञात नहीं है । यदि बहुपद रैखिक बहुपद का वर्ग हो तो इस पश्रचर 
पद को भ्रद्वितीय रूप में निर्धारित किया जा सकता है । अतः » के ग्रुणांक के आधे का वर्ग होने के कारण 


ग्रव्यक्त पद 
हा रे ह 
होगा श्रौर इसके अ्रचरः पद होने से बहुपद वर्ग होगा 


। 
पट 2 
का | तब 
१] 


४+-- ॥४ -- हर ज्क | #-- हे ) 


प्रश्नावली 


० 


). निम्नलिखित में से प्रत्येक किसी रैखिक बहुपद का बर्ग है। श्रव्यक्त 
पद बताइए । 


(४) #&--4४-- .,« (४8) ४?--१४--... 
(88) छ--26% -|- »«६« (४४) ४--४--. . . 


(४) #१--#७--.... (४४) श+-2शन--- 
(०४४) शी जुह--- (०४४४४) ४--दु हनी." 
प्रत्येक वर्ग में अ्रनुरूप रैखिक बहुपद भी दीजिए | 


2. निम्नलिखित में से प्रत्येक किसी रैखिक बहुपद का वर्ग है। प्रत्येक वर्ग में 
संख्या & क्या है ? ॥, % दत्त परिमेय संख्याएँ हैं । 


(४) ४*-4-2४--(१-- ४) (४) ४१-.-8४-- (7-४) 
( #--0०+[जु +४ ) (४) ४*--5४--(2-+- ४) 
(०) #--४--(४७--४) (४४) ४“--2॥४-- (॥४--#) . 


| 8. निम्नलिखित में से प्रत्येक किसी रेखिक बहुपद का बर्ग है। श्रव्यक्त पद 
बताते हुए प्रत्येक बर्ग में अनुरूप रेखिक बहुपद दीजिए । 


् 
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(8) शक .+श..... (॥) #+ . क+ज 


4. # के ऐसे मात निकालिए जिनके लिए निम्नलिखित में से प्रत्येक किसी रैखिक 
बहुपद का वर्ग हो जाए। यहाँ ॥, % दत्त परिमेय संख्याएँ हैं । 


(४) ४*-|-(2-|-0)४--4 (#) ४१-)- (8--%) » +- हे 
(४४) क--(/--४)४-- ४४ (४४) ४१-]-०(6- %) ४ -- । हे 
52, द्विघात बहुपद के रेखिक खंड 


यह देखने के पश्चात्‌ कि एक ही चर वाले दो रेखिक बहुपदों का गुणनफल द्विघात बहु-पद 
होता है, भ्रब हम किसी दत्त द्विधात बहुपद को दो रैखिक बहुपदों के गुगनफल के रूप में व्यक्त करने की 
प्रतिलोम समस्या का विचार करेंगे । 


हम यह देखेंगे कि परिमेय गुणांकों वाले प्रत्येक द्विघात बहुपद को परिमेय गुणांकों वाले दो 
रैखिक बहुपदों के गुशनफल के रूप में व्यक्त नहीं किया जा सकता । वास्तव में प्रत्येक द्विधात बहुपद को 
रैखिक बहुपदों के रूप में व्यक्त कर सकने के लिए हमें परिमेय संण्यात्रों के समुच्चय को वास्तविक 


संख्या्रों के और सम्मिश्र संख्याओं के समुच्चय तक विस्तृत करना होगा । बीजगणशित 7 में विस्तार 
का यह कार्यक्रम हमारा ध्यान भ्राकृष्ट करेगा । 


प्रब हम ऐसे प्रतिबंध प्राप्त करंगे जिनके सत्य होने पर परिमेय गुणांकों वाले द्विघात बहुपद 
को परिमेय गुणांकों वाले रेखिक बहुपदों के ग्ुणानफल के रूप में व्यक्त किया जा सके । निस्संदेह हम उन 
द्विघात बहुपदों को रैखिक बहुपदों के गुशनफलों के रूप में व्यकतत करना भी सीखेंगे, जिम्हें इस प्रकार 
व्यक्त किया जा सकता है । 


यह भी देखा जाएगा कि ह्विधात बहुपद की रैखिक बहुपदों के गुणनफल्ल के रूप में अभिव्यक्षित में 
ह्विषात समीकरणों के और अ्समताओं के सत्य संमुरच्चयों के निधोरणु की विधि भी निहित है । 
हम कहते हैं कि रेखिक बहुपद ह 

॥8४--१8, 8 %€9, /+# 0 

हिघात बहुपद हर 

ह 627--9४8-- 6, ५, 2, ०,८८७, 6 55 0 

का खंड तब है जब ऐसा रैखिक बहुपद 

#०ौ-१, 2, १८९, 250 

विद्यमान हो जिसके लिए ह 
वर्क -- 8४-- ०८८ (8-१०) (9४--५), ४०६८ ९. 


974 रे बीजगणित 


हिघात बहुपद के खंडवीय होने का प्रतिबंध 
प्रमेय---ढद्िधात बहुपद | 
4%--9४--०0550, 6, 0, 6 € ९, ० <£ 0 
परिगेय गुणांकों धाले दो रैेखिक बहुपदों के गुणुनफल के झूप में तब और तभी व्यक्त है| सकता है जब 
85....4 66 ' 
किसी परिगेय संख्या का वरगे दो मा 
' उपपत्ति--मान लीजिए कि 
695... 466 
किसी परिमेय संख्या का वर्ग है। 
५ के श्र-शुन्य होने पर 
॥/। 6 
| 2 बे फ्री की आ 
49%? -- 08 -ै> 6 6 ( जता | नी 
पत्र 
8५ 6 
80 725 2 7 
मत 2 
ऐसा एक गुरणांकी है जिसमें » का गुणांक 08/७ है । और » के इस गुणांक के श्राघे का वर्ग 





है । हे 
पुन: 
/। 6 कि | 64 6 9* 
शौन --४-++ -- . कऋ|ई ४-० --४ >> न मम 
गा फ़ः ः कि 7 2 + ;#) ( क् 7] 
9 १2 , 460--0 
् ( +ऋ) ने 467 , 
9)? (0७5-.-4 ८6 
क्‍ न लकी का. 
हमने मान लिया है कि 0१4०० किसी परिमेय संख्या का वर्ग है। यदि यह परिमेय संख्या & हो तो 
ह ॥8--४१--- 466. 
" भरत: 
अर 8१ १ 
#--+-6  +- & ॥/)] _- | कब्णना नननथ 
बाय 2226 + | ; हैक ] न 


5 (ब्नछ )्ऋ ) | 
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बा 8 
मल 
उ् (ध्ण न्द्व-) [ बे दा ु 


इस प्रकार हमने यह सिद्ध कर लिया कि द्विघात बहुपद 
6&%*---०४--०, ७, 0, ० € 0 ,6550 : 
परिमेय गुणांकों वाले दो रैखिक खण्डों के गुणनफल के रूप में तब व्यक्त किया जा सकता है जब 
94 -.. 466 








किसी परिमेय संख्या का वर्ग हो । 
विलोमतः अब हम यह सिद्ध करेंगे कि यदि 6४”--७४--० को दो रैखिक श्ण्डों के गुणनफल 
के रूप में व्यक्त किया जा सकता हो तो 8*--4%०४ श्रनिवायंतः किसी परिमेय संध्या का वर्ग होगा । 


मान लीजिए कि ८४*--४४--० खंडों ४४-१४, ४४--५ का गुणनफल है । 


तब 
6-08 -- ०5८ (४ --%६) (४४-५4). 
साथ ही ॥ 
(2--%) (#०४--५4) नी -- (॥9--४४४७)४-- १४५. 
इस कारण रे 
&-<- 99, 05576 -ै- 9०१, 65२१॥१- 
परिणामत: 


02-. 466. + (24-+-१#०४७) -- 4 7४704 
सत 824 --१६१४* -- 20009009 --- 4290004 
रत ॥26-- १४१११ -- 20794 
स्तन (0--५%)* 
गौर इसलिए 0१---46० परिमेय संख्या 2९--१००% का वर्ग है। 
ग्रत: प्रमेय सिद्ध हुआ । 


उदाहरण ;; 
निम्तलिखित द्विघात बहुपदों का विचार कीजिए : ह 
(४) 6 ४१ --7४--ह (&) 2४१--४--० 
(४४) 9:2-- ४-- 6 (४०) 38४--०-ै ९ 
(०) ४*--4 (७४) 8%* -- 0:--8 


(००) 4%---2%-- 9 
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(४) ७-50, 0 -+-77, 0 ८5८-: ४. ; 
8० -... 4 ७०७८ ( --- 7)? -- &(0) (--8)5-2] -+]]?, 
ग्रौर इसलिए 8*---4 ०6 परिमेय संज्या ] का वर्ग है । ' 
(४) 6स्-2, 0-+77, 6ल्‍८८ ०-४. 
08... 460+-*--4 (2) (--5)-54, 
श्रौर इसलिए कोई ऐसी परिमेय संख्या नहीं है जिसका वर्ग परिमेय संख्या 67--4 ०८ श्रर्थात्‌ 4] हो । 
(४४) 6--)9, 8-०--], 6-०--०. 
0१... 4 6०८८ (--)? --4(9) (--6)--289 --+१7९, 
इसलिए 8%-...466 परिमेय संख्या !7 का वर्ग है। 


जा 


(80) 6-८७, 9--], 0-८७, 
83... 440--2--4 (3) (8)-5 --95, 
इसलिए 02--46० किसी परिसेय संख्या का वर्ग नहीं है,। 
वास्तव में, कोई ऋरशणात्मक परिमेय संख्या किसी परिमेय संख्या का वर्ग नहीं होती । 
(४) &८८, 8-0, 0--4. ह 
88... 4 0--0?--4 () (4)----6. 
इसलिए शक्रूणात्मक होने के कारण ४?-- 466 किसी परिमेय संख्या का बर्ग नहीं है । 
(७४) ७-८३, 8--0, 6-८ --3. 
08---4 4०-- (20)7--4 (8) (--8) 5१96. 
इसलिए /0---4७० परिमेय संख्या 4 का वर्ग है । 
(४४४) ७-4, 9-+--]2, 055०9. 
88... 4 60ल्‍5(--2)2--4 (4) (9)-50 
झौर इस कारण 9-4 ०6 परिसेय संख्या 0 का वर्ग है । 
प्रतः हम यह देखते हैं कि द्वियात बहुपद (४), (5४४), (४४) और (४४) को परिभेय गुणांकों वाले रैखिक 
खंडों के गुणनफलों के रूप में व्यक्त किया जा सकता है। किन्तु बहुपद (४), (४४) और (४) इस रूप में 
व्यक्त नहीं हो सकेते । नीचे हम बहुपद (४), (४४), (०४), (४४४) के रैखिक खण्ड प्राप्त करेंगे । 


() 


॥। 


0७ 7४-०७ #ू८0 
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जाप, 


कल जज 
“० | (*-#)-छ) |] 
४) 


॥॥ 6 
2.४. 6 --- 3227 +-+ >> 
2:22 -... ४ 6 ्शू [५] ड ड्र 
ब्नन)2 ४ --- हि #-- ला 
32 24 


++(32--2) ($४--8). 


ठीक इसी प्रकार हम यह भी सिद्ध कर सकते हैं कि 


और 


(९ 


(०४) 80/--08--83--+ (4४--) (2४--9) 


४४) 4४--]2%-|- 955 (2%४-- 3). 
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प्रइनावली 
मिम्नलिखित में से कौन-कौन-से द्विधात बहुपदों को परिमेय गुणांकों वाले रेखिक 


खंडों के गुणनफलों के रूप के व्यक्त किया जा सकता है। जिन्हें ऐसे व्यक्त किया जा सकता 
हो, उन्हें रैखिक खंडों के गुणनफलों के रूप में व्यक्त कीजिए । 


(४) ४+-०४--0 (४) ४१--9४--४ 
(४8) ४१--4४--” (४०) &४/--शि४-- 8 
(०) ४/--$४--४ (७४) ४7-- 8४8--0 
(०४) 2४7--7४--5 (०४४) 3%/न--शि४--% 
[($8) 4४7--9४--6 (४) 40४/-- 288-- 
(४४) 0:४/--988--४ं (४४) 8:/--]स%४8-- 0 
(४४४) 0४/--24४--6 (४8७) 48&7-- 98 -- न 


(४०) 7४/--6४8--4 
टिप्पणी पाठक यह ध्यान दें कि किसी ट्विंघात बहुपद को रैखिक खंडों के गुणनफल के रूप में 
व्यकत करने की उक्त विधि से भ्रपेक्षाकृत बड़े निरपेक्ष मानों वाले गुणांकों के प्रकरणों 
में परिकलत पर्थाप्त जटिल हो जाते हैं। नीचे हम यह वर्णन करेंगे कि रैखिक 
खंडों को निरीक्षण द्वारा सरलता पूर्बक कैसे प्राप्त किया जा सकता है ॥ निस्संदेह 
ऐसे खंडों के श्रस्तित्व का प्रतिबंध सदैव होगा । 


निरीक्षण द्वारा गुणन-खंडन 
मान लीजिए कि 
००४१ -- 0४--०, ०७, 9, ० € ७, ५ #£ 0 
ऐसा बहुपद है जिसे परिमेय गुणांकों वाले दो रेखिक खंडों के गुणनफल के रूप में व्यक्त किया 
जा सकता है। इस बहुपद का पुनलेखन संदंव 
तू ॥ु 4६% -- ॥02४ -- 86 
७ 


के रूप में किया जा सकता है जिसमें ॥ कोई ऐसी उपयुक्त श्र-शुर्य परिमेय संख्या है जिसके लिए 
#6, ४9, 60 

सभी समुच्चय ॥ के श्रंग हैं। तब 

वर्षा 9४--९, ५; 0, ७ € 0, ५ +£ 0 «» 
को रैखिक खंडों के गुरानफल के रूप में लिखने की समस्या . 

(86)27-- (#9)2--86, #%, 0, #० € ॥, 6७ ># 0 
को रैखिक खंडों के गुरानफल के रूप में व्यक्त करने की समस्या में परिशत हो जाती है। इसलिए हम 

। 4४--०४--०, 6, 0, 6 € ॥, 4 # 0 
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को रैखिक खंडों के गुरानफल के रूप में व्यक्त करते की की समस्या का विश्लेषण करते हैं। 
मान लीजिए कि 
७४ -|- 9४ -|- 6 २८ (४ --%४) (22--५)- 
यहाँ है, %, 9, ० सभी 3 के अंग हैं । 


साथ ही 
« (४--%७) (#»--५) 5८४ -- (/6-०१४०) ४--२४० 
झौर इसलिए 
65८३, 05८(७--१०७४७, ०0-5१४६- 
परिणामतः 
6०7८ (/9) (४४५) --(7६) (४४%) 
श्रत 


पु ० ६छूव,च्धछरडर ५ व6:6:॥: 
साथ ही /३ श्रौर ५४% दोनों ०० के ऐसे खंड हैं जिनका योगफल 8 है। अतः द्विघात बहुहद के खंड पाने 
की निम्नलिखित विधि प्राप्त हो जाती है । 

विधि---४* के गुणांक « श्रौर अचर पद ० के गुणनफल ५०८ 'को दो पूरां संख्याश्रों के गुशनफल 
के रूप में इस प्रकार व्यक्त कीजिए कि इन दो संख्याप्रों का योगफल » का गुणांक 9 हो । 9? को इत 
दो संख्याञ्रों के योगफल के रूप में लिखकर वितरण नियम का प्रयोग करते हुए भ्रागे चलिए । 


निम्नलिखित उदाहरखों द्वारा इसविधि का निर्देशन किया जा रहा है । 


उद्दाहरणु--- 
निम्नलिखित के खंड कीजिए । > 
(४) 4४१--7%४--४ (४) $४१-- 88%--6 
( ४88) 6%* -- 98% -|- 5 (४४) 89१ -- 3%-- 6 


(४) » के गुणांक और अचर पद का ग्रुयनफल 4» 5 भ्रर्थात्‌ 20 है । 
पुन: 20 के कई खंड-युग्मों में से हम 70, 2 को चुनते हैं क्योंकि 


]0--9 
» का भुणांक !£ है। 
अब 
बछ --222--55-%०-- (0--2)०--6  , 
++(4%*-- 0%)-- (2४--5) 
उ्ू+2०४(92 -- 85 )-+- (2४ --5 ) 
न-2छ(2४--8) --(2४-- 8) 


२(2४--)( 2४--6). 


280 बीजगणित 


(४४) ४ के गुणांक और अचर पद का गुणनफल 4 (--6) भ्रर्यात्‌ --24 है । 
--24 के खंड-युग्मों में से हम युग्स --24, ! को लेते हैं क्योंकि 
--24-|-] 
४ का गुणांक --28 है । 
भ्रब 
4 शौ--2888-- 0-7 4४7 -+- (_24 -- ) ४ --0 
-+ (4४१--24%) -+ (४--0) 
न्+48 (४-06) +:7. (४-- 6) 
व्स्< (4४--) (४--0) 
(9) #* के गुणांक और भ्रचरपद का गुणनफल 02९४ ग्र्थात्‌ 30 है। हम 90 के खंड-युरम 
--0 और--3 को लेते है क्योंकि उनका योगफल 


--0-- (--9) 
४ का गुणांक--]8 है। 
श्ब 
6४--92--6--0४१--(]0---8) ४-8 
सच #---१0%2)-- (3४--5 ) 
२१४ (80--0) --(--) (8४-४5) 
सर (28--] ) (8&- 8) . 
(४0) #* के गुणांक भर अचर पद का मुणनफल 5(---6) 
प्र्थातू--30 है । 


हम--१0 के खंड-युग्स 5,---£ को लेते हैं क्योंकि उत्का बोगफल 
ह 6--9 
४ का गुणाक--१3 है । 
अब | ! 
6%5-|-88--6 --ह४१-- ([8---2)४-- 6 

न (87 -- 282)--(2४ -+- 0) 
उ55४(४8--3) --2(४+-9) 
ज्् (8%--2) (४--9) 


ब्रीजंगणित 28] 


प्रदनावली 
निम्नलिखित के खंड कीजिए । 

(४) ४४ --6०-- 8 (&) ४१--8%-- 2 

(४8) »४--4४- 5 (8४) ४7--]2%8--28 

(४) 2४2-|- 7४-- 5 (०४) 62#-]89-- 6 
(०४४) 3४?-- 59५ -- 2 (०४४४) 9॥--8/--5 
(42) 29/7--8/-- 25 (०) ]2/#2-- 828 -|- 2] 
(०७४) 38? -|- 7४-- 2 (०8४४) 882-.-7/--6 
(2888) 44%%१-- 8%--]+ (४७) 2] --4७-- ४४ 


(४७) 9%४3--30७--25. 
53 0 में व्वधात समीकरण ०%६१--०>--००००. 
इस भाग में हम द्विघात समीकरण 
&८ -- 2४ -[- ८८-50, ०, 2, ०, € 0, 6 5 0. 
को हल करने की विभिन्‍न विधियों का अध्ययन करेंगे । 
सबं-प्रथम हम किसी रैखिक बहुपद के किसी द्विघात बहुपद का खंड होने की कसौटी प्राप्त करेंगे । यह 
कसौटी हमें समीकरण के मुलों और इसके प्रनुरूप बहुपद के खंडों का संबंध निम्नलिखित प्रभेय के रूप 
में बतलाती है । 
प्रमेय--कोई परिमेय संख्या # तब और तभी द्विचात समीकरण 
का -- 8४ -- ण्ज्् 0, &,0,८, ध्ट ५, 6 क्र 0 
का मूल होती है जब ४--# खंड हो ४४१-|-७४--८ का । 


उपर्पत्ति -- 
मान लीजिए कि कोई परिमेय संख्या # 
ल्‍ 62४? -- 0४ -- ४-८0 
का मूल है | तब 
&४४१-- 90 -- ०-5 0. 
४४६: (0, 


ढब्बी -- ० -- ०5-२ (८८८ -- 202 -- ०)---0 
रू (०४? -- ०४ -- ०)---( ०७४१ -- ४४-- ०) 
सन ७(#--//) -- 9 (७--+ ) 
र-+०(2-78) (&#--#) -- ?(४---#) 
<+(४--+) [०(४--४) +०] 
जन (#---/9) [०४-- (०४६--०) ] 

इस प्रकार ४--# खंड ह्ै ##४?-ै+?०र्न॑-० का । 
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बिलोमतः:, मान लीजिए कि ४--# खंड है 

मि 6७६४ -- 8४ -- ० 
का | इसलिए परिमेय गुशांकों वाला एक ऐसा रैखिक बहुपद !४--# होगा जिसके लिए 

607 -- 98 -- ०++(2४--४) (#/--१४), ४४६ 0. 
४ की # द्वारा प्रतिस्थापित करने पर 
८४ --४४--०७०(४--४) (#--४) ०0 (#--१७) 5८0 
प्रत: ॥ द्विधात समीकरण 
6४ -- 98४ -- 6 5-0 

का एक मूल है । 
हिघात समीकरण 62 -|- 08 -- 6-८0 का सत्य समुच्चय 

हम पहले देख चुके हैं कि 


4४*--०७४-- ० 
तब भौर तभी परिमेय ग्रुणांकों वाले दो रैखिक खंडों का गरुणनफल होता है 
जब 


9466 
किसी परिमेय संख्या का वर्ग हो । | 

मात लीजिए कि 0*--.46८ फ़िसी परिमेय संख्या का बगे है । 
तब निम्नलिखित प्रकार का एक संबंध होगा : है 


८७ --02-- 05८ (/४--॥॥) (४-5५) . "»(4) 
प्रब (8नै-॥४5-0 49 २-१४ 
गौर #०--५१5८८0० <# ४७८--(/१?. ई$ 


() में ४ को--॥॥/ श्रौर--6/? द्वारा पृथकृतः प्रतिस्थापित करने पर हम देखते हैं कि---%॥// भ्रौर 
-:0/% समीकरण 
6%*-- 08 -- 65-०0 
के मूल है । 
साथ ही ---॥/१, --४(? के श्रतिरिक्त & का कोई और मान इस समीकरण का भूल नहीं 
हो सकता । वास्तव में, यदि हम ४ को--%/, --५/% के ग्रतिरिक्त किसी संख्या से प्रतिस्थापित करें तो 
() के दाएँ पक्ष के दोनों खंडों में से कोई भी शून्य नहीं होगा और इसका गुणनफल भी शून्य नहीं होगा। 
प्रतः कैवल--॥४// श्ौर--१/2 ही इस समीकरण के दो मूल हैं, श्रौर इसलिए सत्य समुच्चय 
(-#*/,--९ १) है। 
किस्तु यदि 8%-..466 «50 
तो -+१४४/-२--६/१- 
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: बास्‍्तव में, हम पहले ही देख चुके हैं कि ह 


88 -... 4७6--- (80--9०%) ड 
इसलिए 


0/-- 46० -- 0 +> (॥0---0४") १-- 0 
ने 0-७० २० 
ब्लै-:74-८---१/४- 
इस प्रवस्था में समीकरण का सत्य समुच्चय 
(--»४) 
होगा । 
ग्रत: हम यह सिद्ध कर पाए कि 
समीकरण 
&क+-- 08 -- 6-८, 6,0,0, (८ $, 6-0, 
का सत्य समुच्चय ेु 
(४) दो अ्रंगों वाला होता है भ्र्थात्‌ समीकरणा के दो मूल होते हैं यदि 0---4 ०० किसी भ-शुन्य 
परिमेय संख्या का वर्ग हो । 
(४) एक ही प्रंग वाला होता है यदि 8-...400--0. 
(४४४) रिक्त होता है यदि 7/१----4 66 किसी परिभेय संख्या का वर्ग न हो । 
तदतुरूप, हम यह भी कहते हैं कि समीकरण 
(४) के दो विभिन्‍न सूल हैं । 
(४) के दो बराबर मूल हैं । 
(४४) का कोई मूल नहीं है । द 
टिप्पणी निस्संदेह, द्विवात समीकरण को हल करने की उक्त विधि व्यवहार में बहुत 
सहायक है तदापि यह समीकरण के मूलों को गुणांक ७,8,०, के रूप में नहीं देती । 
निम्नलिखित प्रक्तिया में हम इस कठिनाई को भी पार कर सकेंगे | 
वैकल्पिक हल 
द्विघात सप्रीकरण को हल करने की प्रक्रिया तिम्नलिखित रूप में भी प्रदर्शित की जा सकती 
' है। निस्संदेह, हम यह मान कर चलते हैं कि 0--406 किसी परिमेय संख्या का वर्ग है और इस कारण 


परिमेय संख्यात्रों के समुच्चय के प्रसंग में २/ह- व सार्थक है । हम तुत्य कथनों की निम्नलिखित 
शु खला प्राप्त करते हैं। 


४ -ै- 8४४-- ००-0५ 
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बीजगशित 
(अ-शुन्य ० से भाग देने पर) 
2५ 9? हर है... 2 
जे &* -- ट न पर 0 
(दोनों पक्षों में-- खरगोन पर) 
(दोनों पक्षों में » के गुणांक के आ्राधे का वर्ग जोड़ने पर 
० अप 5 
/& क् 
9 -- 4606 
हैं | हक 
हर ९ १/४9- वृद2 
श ७26. अर 2 आक 7 मलप 
कक 0 5 (/0%.-. 466 
के तर लत 26 
__--9++%0१-- 466 
् 6 


इससे सिद्ध हुआ कि भ्रपेक्षित सत्य समुच्चय 
बा ५४४४- 4680. +-+90-- 4/6%-- 466 |; 


26 हद 
है । 
कन्तु यदि 0/-- 4०0०-50 तो सत्य समुच्चय के दोनों अंग एक ही हो जाते हैं। भर तब सत्य समुच्चय 
में केवल एक ही पलंग होगा श्रौर यह सत्य समुच्चय 


__9 
श्र 


होगा । 
किसी ह्विंघात समीकरण को हल करने की विभिन्‍न घिचियों 
समीकरण 
६४6 -- 08-- ००50, ७, 0, ०€ 0, 6-८0 
लीजिए । 


सववे प्रथम हम यह देखते हैं कि क्या निरीक्षण द्वारा बहुपद 
6%?-- 02 -- 6 
के खंड हो सकते हैं। यदि निरीक्षण द्वारा यह पता चले कि 


6०१ -- 0%-|- 6८८ (/४-- ॥४) (72४--५) 
तो अपेक्षित सत्य समुच्चय ! 
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होगा । निस्संदेह कुछ प्रकरणों में ये दोनों संख्याएँ एक ही हो सकती हैं और तब सत्य समुच्चय एक ही 
अंग वाला होगा । 

यदि हम निरीक्षणा द्वारा खंडों का निर्धारणा न कर सकें तो बर्ग-पूर्ति द्वारा खंड प्राप्त कर सकते 
हैं । इसे पृष्ठ 288 पर प्रदर्शित किया गया है । न्‍ 

हम खंडों को जाने बिना भी सत्य समुच्चय प्राप्त कर सकते हैं जैसा कि पृष्ठ 284 पर किया 
गया है । 

५ अच्तत: हम 
--०-+-%49%-$65. ++0-- ५ 9१---466 
थ्र्क श्र 

में ७, ?, ० को प्रतिस्थापित करके ही मूल लिख सकते हैं। निस्संदेह सभी प्रकरणों में 92--$७० श्रनि- 
वायत: किसी परिमेय संख्या का वर्ग होना चाहिए। निम्नलिखित उदाहरणों में विभिन्‍न विधियों का 
निर्देश किया जाएगा । 





उदाहरण--- 
॥,. निम्नलिखित हिघात समीकरणों को हल कीजिए । 
(४) ४7-- 7४--]2<50 (४४) 6%?-|-४--)8 २८0 
(४४) 394 --१४--१2८-0० (०४) 40--2%--9-50 


(४) » के ग्रुणांक शौर श्रचर पद का गुणनफल १ »<८ 2 श्रर्थात्‌ 2 है । !2 के --3, --4 
दो ऐसे खंड हैं कि उत्तका योगफल 
--3--& 
» का गुर्णाक --7 है । 
इस प्रकार 
2... ४7 | ]29 --- ४१ ->- 3%8--4%४-- 2 
स्स्क् (४--3)--$ (४-9) 


+-(४--3) (४--4) 
25) 


प्रतः दत्त समीकरण का सत्य समुच्चय 


है श्रधवा 3, 4 समीकरण के मूल हैं । 


48 मे 6%*--४--]8 --0 ४+ तु ४-8 ] 
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न 
|ढै 
कमल 
अत 
| 
[> 


क्न्नि 
पड 
न] 


3 

न 
फ[ण वाद, 
 <«-... 

शी 
7 ७ | 

नहर छ हद 

| | 
0० | ६० ४9 ०० 3 
-__. अऑ +-- 


(3४--#)' (2४--8) 


| 


इस प्रकार 
6&?--४-- 8 (32 “5 ) (2४-- ७) ७० 
अन्न 
आय2%-- 2“ 0 से मी 
भ्ौर 
8 


नमक] 6-50 # #ज--7- 


ब्रत: अपेक्षित सत्य पमुच्चय 


है । 
गा, इसमें 
&-म७0, 0-+--, 05८४--४४, 
भौर इसलिए 
02---.46०-८ (--- 7) --4 (389) (--2£2) 
+-%0 --4 »६ 30 »< १8 
++49-- 8482 


नर 848 -- (59), 
हमें ज्ञात है कि समीकरण 
कक्ष -[- 0४-- 60-८0 


के मूल 
--0--/0%--4&2 ना0-- ४ 0--4ढट 
ठ७ डे 5 ताजा 
हैं । हे 
०, 0, ० के मानों को रखने से दत्त समीकरण के मूल 
7-[-89 . 7--89 


29८89" 29८39 
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ग्रर्थात्‌ 


हनन 


2 


या $ 


ञ्ल 


प्राप्त होते हैं । ॥ 
एप. हम तुल्य कथनों की निम्नलिखित शंखला प्राप्त करते हैं । 
4७/-- 2%-- 95-50 








क्र शनाओआन- - 50 
मु _-+-9 
रे श्र गीफैक--पू- 
| 30 7 9 ।|/2 
रे हा] +#०न (| ) स्ल् जाए ठ्र 
3 92 ः 
5 
अतः दल समीकरण का केवल एक ही मूल, दू+ है । 
2, #- 7 #--+ है हर 8... 
0-2 8-- ५4 3 


को हल कीजिए । 

9 और 4 के अतिरिक्त # कोई भी परिमेय संख्या हो तो समता के दोनों पक्षों में आने वाले 
बीजीय व्यंजक सार्थक हैं । श्रतः » का प्रभाव-क्षेत्र संख्याओं 2 और + से रहित सभी परिमेय संख्याश्रों 
का संमुच्चय है । ह 

उक्त प्रभाव-क्षेत्र में » के किसी भी मान के लिए 

3 (४--9) (४--+) 
अ-शुत्य है। दत्त समीकरण के दोनों पक्षों को इससे गुणा करते पर तुल्य समोकरणों की निम्नलिखित 
शुंखला प्राप्त होती है । 
8 (४-3) (#--4)--9 (४--9) (४--2) 5570 (४--9) (४-५) 
8. (७--8७--4) --3 (४४--82--6)550 (#--068+-9) . 
627 --20%--80:--]0४*-- 602-- 80 
_“-74#&--७0४--80-5९ 
9:४४--8%-[-28.--0 
(28--85) (#--8) 550 


३१ 8 8 ॥ ॥# 
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प्रत: आपेक्षित सत्य समुच्चय 














है। 
प्रदनावली 
. निम्नलिखित के सत्य समुच्चय' निकालिए । 
(४) ४४--95-0 (४४) ४४--$४--५८-० 
- (॥8) 4४--28/2-|-4#--0 (४०) ४--8४--84--0 
(०) ४/--0४--6--0 (९७४) 807--8%-|- 2] ---0 
(४४) 20?--0५/--8 550 (०४४) --४/१--8॥/--8 -<0 
(४४) 0४१--१--०--0 (४) 30॥--9--20 50 
(०0) 6॥?--8]/--77--0 (2४8) 4॥7--8॥/ +- 5 550 
2, निम्नलिखित को हल कीजिए । 
(शै ही (४) | रू कक 30 
४-7. ४-2 ४--6 ४-2 ४--+$ 
(४४) (&--3) (४--2) पट | 2 (४७) _8 8] >> 0 __४--4 


(४--4) (४--+४) #-- 


54, द्विघात श्रसमताएँ 
द्विघात श्रसमताञ्रों के सत्य समुख्चय निकालने को- विधि को स्पप्ट करने के लिए हम निम्न- 
लिखित उदाहरण लेते हैं । 


जञ्द्ह्स्णु 
निस्तलिखित द्विधात प्रसमताम्रों के सत्य सम्लुब्बय न्तिकालिए । 
(8) ४--88--2:2>0 (४४) ४--3:2--2+»0 
(के) ४--98४--2 <0 (४0) ४-3४ --2 ७२0 
हल 


(४) हमें ज्ञात है कि दो संख्याओं का गुरनफल तब औझौर तभी घनात्मक होता है जब 
या तो दीनों संख्याएँ घनात्मक हों या ऋणात्मक । साथ ही | 
४ --30--2-5 [४--0 ) (#--2) 
इस कारण 
६ ४: ४--0--2>0 कर #: (४--) (४-2) >०0ै) 
नः 
ध [० : (४--)) (४-१) ४>0 )-+[ » ; ४--] >> 0 श्र »--2> ०0) 
हि ए ( ७४; ४--ं <0 और ४--५ < 0) 


द्विषात समीकरण 289 


अब 

शेनान>20 ०४० 
और 

४--270 <# ४>2 
झौर इसलिए 

४--] >> 0 और ४--27-0 <#$ ४#>2 

पुत्र: 

क--+-३<0 <॥ छऋबद। 
ग्रौर 

४--2<. 0 ## ४&<2 
इसलिए 


श--। ८0 और ४--2<0 <# »«<7, 
श्रत: अपेक्षित सत्य समुज्चय 
(० :७४०१) (४ (७: »च्ट 
है । इस प्रकार । से कम प्रत्येक परिमेय संख्या सत्य समुच्चय का अंग है और 2 से अधिक प्रत्येक परिमेय 
संख्या भी सत्य समुच्चय का अंग है । हम यह भी कह सकते हैं कि ! झौर 2 तथा उनके बीच की 
संह्याओं को छोड़कर सभी परिमेय संख्याएँ सत्य समुच्चय में है । 
(४) हम देखते हैं कि--- 
[४ : शौ--38--2 20] न्‍त [क : शौ--3&0--22>0] (४ (७: शौ--88--2--०) 
न्न[& : (#--]) (४--2)>0)0७६, ») 
सनक: 2>शे ७ (०:८६।) (॥ [, | 
। और 9 के बीच की संड्यात्रों को छोड़कर सभी परिमेय संझयाएँ सत्य समुच्चय में हैं। 
तुल्य रूप में हम यह भी कह सकते हैं कि सत्य समभुच्चय में । से कम अ्रथवा के बराबर सभी परिमेय 
संख्यायें हैं प्रौर 2 से अधिक अथवा 2 के बराबर सभी परिमेय संझ्याएँ भी हैं। 
(४४) हमें ज्ञात है कि दो संख्याओं का ग्रुणनफल तब भौर तभी ऋणात्मक होता है 
जब उनमें से एक धनात्मक और दूसरी ऋणात्मक हो । इस प्रकार 
(७: शी--38--2< 0] २४ : (४--) (४--2) <<0) 
उ+ 2 : (४--7) 20 और (४--2)<0) 
(४: (४#--7) <0 और (४--2)>0| 


अब 
४ >04द/ 2 ॥ 
भ्ौर 
2--2<: 049 # >> 2 
इसलिए 


४--] > 0 और ४--2<0<9» बीच में है ! भ्रौर 2 के । 
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बीजगणित 
पुनः 
क-+-] व 0 <क 9<7 
श्रौर | 
छ-2 > 0 <# ४० ४ 
किन्तु 
& << * और ४ > 2 भिथ्या है । 
इस कारण 
(४: ४--]0 <0 और ४--2:-०0| 5८८९ 
श्रौर फलतः 
(०: ४--32--2< 0) (छ: चूक ८) 
भ्रपेक्षित सत्य समुच्चय । श्रौर 2 के बीच की सभी परिमेय संख्या्रों का समुच्चय है। 
(४०) (४ : ४--३४--०६६४0) -+(४ : (४--) (४--9)&:0) 
उ्ू[४: (४--) (४-9) <0) 
७ (०: (४७--3) (०»--9)७० 
नाश: ८८ ० <»| ७ 4, | 
न्तट्ि: 7« # 2) 
प्रत: सत्य समुच्चय में परिभेय संख्याएँ । श्रौर » तथा उत्तके बीच की सभी परिमेय संख्याएँ हैं । 
प्रइनावली 
निम्नलिखित झसमताश्रों के सत्य समुच्चय निकालिए 
(४) (--७) (४--9)>0 ) (४--।) (४--8)«&:0 
(8४) (४-+-2) (8--४) 7० (०) (४--4) (४--8)>0 
(०) (2४--१) (४--2) ० ४४) (32--2) (4४--9)< 0 
(०४) ४१--998--20>0 (०४४) #--४--20<0 
(४४) 6%४7--%४--2< 0 (४) --5४-22--3:0 
(28) ४--2४--9 <:0 | (७8४) ४--2४>-5. 
55. निर्मेय 


3, दो क्रमागंत विषम सख्याञ्रों के वर्गों का योगफल 80 है । संख्याएँ निकालिए । 
मात लीजिए कि एक संख्या 28--] है तब दूसरी 2४--3 होगी | भ्रौर तब 
(2४--१)*-- (3४--2)?--१30 
<+ (4४४7--4४--) +- (42४2--4७--! ) +६80 
4 8%*-. ]28 -- 0 
सै 27- 6 -- 0 
<्र (०-4) (#--4) 5८0 


द्विषात समीकरण 29] 


इस प्रकार समीकरणा का सत्य सम्रुच्चय 
($, “7 4) | 
है । ल्‍ 
यदि » को 4 लें तो संख्याएँ 2::4--, 2» 4--7 अर्थात्‌ 7, 9 होंगी । पुनः यदि » को--# लें 
तो संख्याएँ 22 (--4)--7, 2 » (--4)-+-] अर्थात्‌ --9,--7 होंगी । 
अपेक्षित संख्याएँ 7, 9 श्रथवा --7,--० हैं । ु 
2, किसी श्रायतत की लंबाई उसकी चौड़ाई से » मीटर अ्रधिक है । यदि लंबाई 6 मीठर बढ़ा 


दे श्रौर चौड़ाई 2 मीटर घटा दें तो क्षेत्रफल 9 वर्गमीटर हो जावा है ।-पहली प्रायत की लंबाई-चौड़ाई 
निकालिए । 


हज 
मान लीमिए कि आयत की चौड़ाई » मीटर है । 
इसकी लंबाई ४&--2 मीटर होगी । 
नई लंबाई भर चौड़ाई क्रमश: 
(#४रन-2) +-6 मीटर श्र (४--2) मीटर 
होगी । 


क्योंकि नई आयत का क्षेत्रफल 9 वर्गमीटर है इसलिए 
(#--8) (#--2)%-59 
<> ४ -- 68%:--]0 ---9 --0 
न ४-- 68%8-- 2 38 -- 0 
सगे का -- 89%-- 98४ --- 7 88 -+२ 0 
<> #(४--]8)--9 (४--१8)-६0 
<+ (४--9) (»-- 8)--0 
इसलिए सत्य समुच्चय 9,--75]) है । 
यद्यपि --8 समीकरण का समाधान करता है तो भी हमें इसे छोड़ना होगा, क्योंकि आायत 
की चौड़ाई ऋगणात्मक नहीं हो सकती ।! 
अतः झायत की चौड़ाई 9 मीटर श्रौर लंबाई ) मीटर है । 


प्रश्नावली 
. ऐसी संख्या निकालिए जिसका बर्ग संख्या के 8 ग्रुणे से 5 कम है । 
2. दो संख्याओं का योगफल 6 तथा उनके वर्गों क्ा योगफल 46 है। 
संख्याएँ त्िकालिए । 
3. किसी संख्या के श्राघे में 3 जोड़ने से संख्या का वर्ग प्राप्त होता है। संख्या 
बताइए । 
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4. एक त्रिश्वुज का क्षेत्रफल 4 व० सें० मी० है। इसके भ्राधार श्रौर ऊँचाई 
दो क्रमागत संख्याएँ हैं। त्रिभुज का श्राधार और उसकी ऊँचाई निकालिए । 
5. एक झायत का परिमाप &4 से० मी० झौर क्षेत्रफल 05 ब० सें० मी० है। 
इसकी भुजाएँ निकालिए । 
6. एक आायताकार क्षेत्र की लंबाई उसकी चौड़ाई से 48 मीटर अधिक है | यदि 
इसका क्षेत्रफल 90 बर्ग मीटर हो तो क्षेत्र की लंबाई निकालिए । 
संक्षेप 
बहुपद 
6४१ -- 82 -- 6 ५, 8, ८ € 0, ० #5 0 
को दो रैखिक खंड़ों के गुशनफल के रूप में तब और तभी व्यक्त किया जा सकता है जब 8-4 & ८ 
किसी परिमेय संख्या का वर्ग हो । 


समीकरणा 
६%?--02---०25-००0,. ७,०,८ ६: 00 ,० -# 0 
--0--%४१--+ 60, --8--/0१-- 4 6० 
है ॥ कक पलट /ल:म धन किज अल सह) 20276 / 0८ मजा 2 एप 
0 मी भी चूत ग्र् 9७ 


होते हैं पदि 87--4 ७ ० किसी श्र-शुल्य परिसेय संख्या का वर्ग हो । 
(४) का एक मूल-- हर] होता है। 
यदि ४2-.-4 & ०--०. 
(77) का कोई मूल नहीं होता 
यदि ४-4 & 6 किसी परिमेय संख्या का वर्ग न हो । 
सिहावलोकन प्रहतावली 


]., निम्नलिखित बहुपदों में से कौन-कौन-से रेखिक खंडों के गुणनफलों के रूप म॑ 
व्यक्त किए जा सकते हैं | जो इस प्रकार व्यक्त किए जा सकते हैं उन्हें र॑खिक खंडों के 
गुणनफलों के रूप में लिखिए । 


(४) ४-8४ + 8 े (४४) ४/+9%--8 
(४४४) &--8%--2% (४०) 0%7-[-0%8-- 8 
(५) 8४--290:5--20 (४४) 7४१--8४-|-3. 


2. निम्नलिखित समीकरणों के सत्य समुक्चय निकालिए | 
(४) #--22--20--0 (४) ४ --४-- 05-0 
(४४) ४१--6४--275८0० (४०) 988--208--96 -<0 
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(०) ॥४--४--0 (9) 3४#--8४--$--0 
(७8) 4४-4४--+-0 (४) 8४/--8->0 
(0) 48--98--0, 

७, निम्नलिखित को हल कीजिए । 


(/) ४१84 7 | (#) 3-०+-7-5० 
ते एन-2 , ऐ४ |] | 
१७] -+ - “ >> स्क) 0॥ / न लत 5 
2] डे गा (४) ह]9. 8 
4. खंड कीजिए 
(7) #--४-[४/--३४ --2) (8) 407--9 ॥8--907-8४--१2 ४ 


(8) 4४-4६ (84-3] ४-9 #/--4 6 (0) %/--7 ([-०) ४--(4४/--8४--५) 
5, किसी झ्रायत की लंबाई एक वर्ग की भूजा से दुगुमी है। वर्ग की भूजा प्रायतत की चौड़ाई 

' से 4 सें० मी० भ्रधिक है। यदि उनके क्षेत्रफल बराबर हों हो उनकी भुजाएँ तिकालिए । 
0. एक त्रिभूज के आधार भौर ऊँचाई का योगफल 22 सें० मी० है। यदि उसका क्षेत्रफल 
82% ब७ सें० मी० हो क्षो ग्राधार और कँचाई निकालिए । 

7. ऐसी तीन क्रमागत धन्ताक्षक पूर्ं संस्थाएँ बताइए जिनके वर्गों का योगफल !208 हो । 

8., 27 को दो ऐसे धत्तात्मक भागों में विभक्त कीजिए कि भागों के वर्गों का योगफल 
498 द्वो | 

9. एक कार 048 कि० भी० दूरी पार करती है। कार जितने कि० भी० प्रतिधंटा की गति से 
चलती है उतने के प्राधे घंटों में यात्रा पूरी हो घाती है । यात्रा का समय निकालिए | 

]0, 600 कि० मी० की उड़ान में मौसम की खराबी के करण एक विमान की गति धीमी 
हो गई । यात्रा की औसत गति 200 कि० मी प्रतिधंटा कम हो गई भौर कुल समय ग्राधा घंटा बढ़ 
गया। उड़ान में वास्तविक समय कितना लगा था । 


परिशिष्ट 


संख्यान-पद्धतियाँ 


अ्रध्याय 5 भें यह निर्देश किया गया था कि संख्यात की विभिन्‍न स्थानमान पद्धतियाँ हैं क्योंकि 
एक से अधिक किसी धन-संझ्या के श्रमुरूप स्थानमात पद्धति होती है। झ्रब तक हमने अपने आपको उस 
दशमलव पद्धति तक ही सीमित रखा है जिसमें दस प्रतीकों 
0, , 2, 3, 4, 8, 0, 7, 8, 0, 
का प्रयोग होता है, कित्तु अब हम प्रतीकों की सीमित संख्या वाली संझ्यान-पद्धतियों का विचार करेंगे । 
इस सीमित संख्या को पद्धति का आधार कहते हैं । 
पहले हम पाँच प्रतीकों 
; 0, ), 2, 8, 4 
वाली पद्धति का विचार करते हैं। हम एक ऐसी धन-संख्या लेते हैं जो दशमलव पद्धति में 
274 ' 
के रूप में व्यक्त है । हम 274 को 8 से भाग देते पर प्राप्त भागफल को भी 8 से भा देते हैं। उत्तरोत्तर 
भागफलों को 5 से भाग देते रहने की इस प्रक्रिया द्वारा हम 
974 >-| 74 ५८ 8-4 
84--0 ८ 5--4: 
05--2 » 85--0 
2--0>< 8 --2 
प्राप्त करते हैं। इस प्रकार 
2745 (0 9९ 5-4) »८ 5 --4 
5-१0 9८ 87-|-4 »< 5-|- 4 
न्(2 2 5-0) 5“--4 » 8--4 
ल्‍्|) ८ 8१ -- 0 » 82-4 ५८ 8-- 4. 
दाईं शोर का व्यंजक 
(2044) 
के रूप में लिखा जाता है। यहाँ पादांक 5 प्रयुक्त आधार पाँच का सूचक है। 
ग्रत; 
(274), 75 (2044). 
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टेप्एणी--., सामान्यतः: दशमलव पद्धति में किसी संख्या को कोष्ठकों श्ौर पादांक 0 का प्रयोग किए 
बिना ही लिख दिया जाता है। इसलिए यदि आधार का विशेष उल्लेख त हो तो उसे 0 
ही माना जाता है । 
2. यहाँ पाठक को यह स्मरण कराया जाता है कि (2044); लिखते की यह प्रक्तिया आधार 
0 बाली दहमलबव पद्ति में 
99» १0%--प $८ 0 --4 
के स्थान पर 274 लिखने की प्रक्रिया के ठीक समान है। 
विलोमत:, संखझ्या 
(8024 ); 
लीजिए । सार-रूप में उक्त संख्या 
; 4 3८ 8५-- 8 +८ 6१-। 0 9८ 6?-[-2 ५८ 5 --4 
को व्यक्त करती है और दशमलव पद्धति में यह संख्या 
028 -- 3875-|-0-|-4 श्रर्थात्‌ 704 
है। इस प्रकार 
( 3024); (0 74)७ * 


अतः हम आधार १0 में दी गईं किसी संख्या का श्राधार 5 में रूपान्तर कर सकते हैं और 
विलोमतः भी । ठीक इसी प्रकार हम शभ्राधार 0 में दी गई किसी संझ्या का किसी दूसरे श्राधार में रूपां-- 
तर कर सकते हैं श्रौर बिलोमतः भी। 
जैसे, नीचे हम 
(8707) 
का आधार 7 में रृूपांतर करते हैं । 
यहाँ 
5707:-585 »< 7 --2 
88--476 ८ 7-|-8 
]]6--6 %८ 7-4 
]68--2 »८ 7--9 
9-50 »( 7--2 
इनसे उत्तरोत्तर 
है 857075-5(0१6 ८ 7+9) 7--३ 
-5१6 १८ ११-)-8 ५८ 7--9 
न्‍्त(6 % 7--4) 7१--8 ५८ 7--2 
न6 9९ 7१-4९ 7१--8 >८ 7+-३ 
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(29८ 7-2) 7*--4 >< 7*--३ ५८ 7-- 9 
स्|ओ 2८ 7।+-2 % 77--4 >< 7१-38 2८ 7-2 
प्राप्त करते हैं । 
अतः (8707) 5८ (22482) .. 
पुन; हम (54288) का भ्राधार १0 में रूपांतर करते हैं । यहाँ 
(54285) --8 »< 67-|- 4 >< 68 -- 2 >< 6“--3 २८ 0 --8 
“50480 -- 864 -- 72--8--6 
८-7439. 
इस प्रकार | (54288) 5 (7489 ).५. 
ऊपर के उदाहरणों में प्रदर्शित प्रक्रिया की सहायता से किसी आधार में व्यक्त किसी संख्या 
को किसी और आधार में व्यक्त कर सकते हैं । हमें पहले दत्त संख्या का ग्राधार 0 में रूपांतर करना 
होगा और फिर दशमलव पद्धति में प्राप्त इस संख्या को अपेक्षित श्राधार में व्यक्त करना होगा। दश्श- 
मलव पद्धति के माध्यम से रूपांतर करने का कारण यह है कि इसके साथ हमारे परिचय से इसमें परि- 
कलन बहुत सरलता और सुविधा से हो सकते हैं। इसे हम निम्नलिखित उदाहरण द्वारा प्रदर्शित 
करते हैं। 


टिप्णी--अध्याय 27 में चचित दद्यममलव भिन्‍नों की भाँति हम द्वि-आधारी भिन्‍तों, चि-प्राधारी भिन्‍नों 
इत्यादि की बात भी कर सकते हैं । किन्तु यहाँ इसके श्रध्ययल का हमारा विचार नहीं है। 


उदाहरण 
3, (8204); को श्राधार 7 में व्यक्त कीजिए । 
हल (8204) -- 3 » 6--9 >८ 6?--0 ८ 0-4 
स्+ 048 72--4 
सज72. 
पुनः प724-503 ५८ 7-- 8 
]08-4 »€ 7--5 
]4ल्‍>४ ४€ 7--0 
2--0»८ 7--2. 
अत; 72455 (2088), 
श्रीर इसलिए [8204 ):5+(724)॥0 5 (20898) ,. 


2. (32) को ग्राघार 2 में व्यक्त कीजिए | 
ह्ल्ल (82) ४5२७ »८ 8--2 


इसलिए (32);5- (7)॥0 


परिशिष्ट | ण््प 


आधार !0 में परिकलत करने से 
-7>-8 9८ 2-- ] 


8--4 »८ 2 -[-0 
4-52 »८ 2-0 
9--] »८ 2-0 
--50 » 2--] 
प्राप्त होते हैं । इनके प्राधार पर 
7 >>] >< 22 --0 2८ 2-0 ५ 28 -[-0 ५ 2--] 
भर इसलिए (32): (]7)॥0 75 (000),. 
यदि पश्राधार दस से अधिक हो तो हमें दस प्रतीकों 
0, ), 2, 3, 4, 5, 6, 7 8, 9, 
के प्रतिरिक्त और भी प्रतीक लेने होंगे । 
मान लीजिए कि हम किसी संख्या को श्राधार 32 में व्यक्त करना चाहते हैं। तब हमें ॥2 
प्रतीकों की आवश्यकता होगी । दशमलब पद्धत्ति के दस प्रत्तीकों के साथ हमें दो और प्रतीक चाहिएँ ! 
इन्हें हम « श्रौर 3 द्वारा सूचित करते हैं। ग्रतः हमारे पास बारह प्रतीक 
े 0, ), 2,.3, 4, हैं, 6, 7, 8, 9, «०, 8 
हो गए | यहाँ प्रतीक « प्लौर 8 क्रमश: संख्याश्रों दस और ग्यारह को व्यक्त करते हैं । 


उदाहरण 
. (8778),५ को ग्राधार बारह में प्रदशित कीजिए । 
ह््ल 
दशमलव पद्धति में 2 से उत्तरोत्तर भाग देने पर 
8]778--484 +८2-[-0 
484--859 »< 9 -|- 6 
850 --29 % 2 -- 
29-52 »< 2--5 
2--0 % ]2-[-9 
प्राप्त होते हैं । 
अतः 


(6प78),,5- (28 8 6०),६. 
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], निम्नलिखित का आधार दस में रूपात्तर कीजिए । 


() (॥0॥] (४) (2022), 
(४४) (2080) (४४) (4028) 
(०) (88400) (०४) (68686), 
(४४४) (78204) (०४४) (०00७2), 


(४४) (3५088 ),५ 
9. निम्नलिखित को निर्देशातुसार प्रदर्शित कीजिए :-- 


8) (48), को श्राधार 2 में, (४) (725), को श्राधार 6 में 
(४४) (99) को ग्राधार ४ में, (४०) (208), को आधार # में 
(०) (23485),, को आधार 5 में (०४) (77888),, को आधार 7 में 


(७४) (4444), को श्राधार 8 में... (०४) (858870), को आधार 9 में 
(१४) (१00000])।0 को आधार !] में (&) (730246),, को झाधार 72 में । 


9. निम्नलिखित को निर्देशानुसार प्रदर्शित कीजिए :-- 


) (8०)७ को श्राधार 2 में ४) (०0) को श्राधार 8 में 
(४8) (!०),, को श्राधार 6 में (०) (१000), को आ्राधार 7 में 
(284), को श्राधार ० में (०४) (84284) को झाधार 2 में 
०४४) (3800), को आधार ] में (७४७) (200), को आ्राधार 2 में 
४४) (48208) को आधार 7 में (०) (४02]), को श्राधार 8 में । 


द्वि-प्राधारी पद्धति--- 


कम्प्यूटर तकनीक में द्वि-प्राधारी संख्यान पद्धति के प्रत्यधिक महत्व को समभते हुए हम नीचे 
इस पद्धति में योग, गुणन और व्यवकलन करने की प्रक्रियाएँ प्रदशित कर रहें हैं। उदाहरण हल करने से 
पू॑ हम नीचे इस पद्धति में योग और गुणन की सारशियाँ दे रहे हैं। झ्ाधार दो हैं श्र प्रयुक्त प्रतीक 
0ग्नौर । हैं। | 

















योग-सारणी गुणगन-सारणी 
-- 0 ] हर 0 
0 0 ॥| 0 0 0 
] ] 0 ] 0 

















क्योंकि स्वेत्र आधार 2 है इसलिए हम पादांक 2 को छोड़ रहे हैं 4 
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उदोहरणु--- 


. 770] और त0 का योगरफल निकालिए । . 
हज | 
॥0॥ 
_ 270 
30॥] 


योग सारणी के अ्रनुसार ] और 0 का योगफल ) है और 0 और 3 का योगफल भी 3 है। हम रेखा 
के नीचे दाई' श्लोर के पहले और दूसरे स्तम्भों का योगफल ] और ॥ लिखते हैं। साथ ही ! और । का 
योगफल 0 है। तीसरे स्तम्भ के नींचे हम 0 लिखते हैं और । को चौथे स्तंभ में ले जाते हैं। पुत्र: इस 
लाए गए । श्रौर चौथे स्तंभ में दिए हुए । का योगफल, और 0 के योगफल के बराबर होगा जो कि 
]] है । 
अतः 
0] --]]0--0]], 
2. ]070 और 0] का गुणनफल निकालिए । 
ह्ल्ल 
00 
 70॥ 
- व 
0000 
300 
- व. 
गुणन का परिकलन गुणान-सारणी के प्रयोग से ठीक उसी भाँति किया जाता है जैसे यह दश्मलव पद्धति 
में किया जाता है। हमें योग-सारणी का प्रयोग भी करना पड़ेगा । उदाहरणाथे, चौथे स्तंभ !--0--7 
को जोड़ने पर योगफल 70 प्राप्त होता है। हम स्तभ के नीचे शून्य लिख देते हैं ओर को श्रगले स्तंभ 
में ले जाते हैं। । 


प्रतः 
00 »८ 4098--000, 
3. 0व0 में से 70॥ को घटढाइए । 
हज 
00 
नई 70॥ 
. वक्ता 


 तितांत दाहिनी ओर के स्तंभ में हम देखते हैं कि :>0, और इस कारण हम 0 में से | को नहीं घटा 
सकते । पहली पंक्ति के दूसरे स्थान से ! उधार लेते हैं । यह पहले स्थान में 40 हो जाता हैं। 70 में से ). 
को घटाने पर हम १ प्राप्त करते हैं जिसे रेखा के नीचे लिख दिया जाता है । दूसरे स्थान में 0 हो जाता 
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है जिर्में से 0 घटाने पर रेखा के वीचे दुसरे स्थान में 0 प्राप्त होता है | पुत्र: हम चौथे स्थान मे । उधार 

तेते हैं तीसरे स्थान में 0 हो जाता है। इसमें से । को घटाने पर रेसा के नीचे तीपरे स्थान में । प्रात 

होता है। रेखा के वीचे शे॥ स्थानों में स्ष्टतः कम: 0 भ्रोर । होगा। ग्रतः 
!0॥0-0--0]0], 

विद्यार्थी यह जाँच करे कि 0]0) में !0] को जोड़ने पर )॥0]0 प्राप्त होता है । 


प्रधवावली 
). दो ग्राधार होने पर निम्नलिखित का परिकलन कीजिए :-- 
0) ॥--0]] (॥) 0000--0!] 
(॥) ॥॥09॥00। (0) 00)0]0 
(9 ।00 - ]0॥]] (७) 000--00] 


2. निम्मलिखित संख्याग्रों को भ्रारोही क्रम में लिखिए :-- 
(] 000, 0॥0, 0!, ]॥0 
(॥ ॥0 ॥, !!, 00, !]0 
(॥ ॥0॥, 00।, ।00, 000, 
0. चिह्न ” को उपयुक्त प्रीतक > अथवा < द्वारा प्रतिस्थापित कीजिए :-« 
॥) ]00 !? 00॥ (8) ॥000] ! ॥॥0] 
([॥] ॥॥] ? 000 00 0॥0 । 00॥।, 


परोक्षण-पत्र 
परीक्षणश-पत्र ! 
. (क) यदि 
45 (3, 0, 3, 7, 4, 8), #--[7, 9, 6, 8, 0, ॥), 
तो समुच्चयों 
40)3, 4 
को सूचीबद्ध कीजिए । 
(ख) ऐसी पाँच परिमेय संख्याएँ, जो पूर्ण सख्याएं न हों और पाँच पूर्ण संश्याएँ, जो धत- 
संख्याएँ न हों, दीजिए । ' 
2, किन्‍्हीं दो संख्याओं के म स्व की परिभाषा दीजिए | 
24 श्रौर 42 के खंडों के समुच्चय लिखिए | ये समुच्चय सान्‍्त हैं श्रथवा ग्रनन्‍्त ? इनका सर्व॑- 
निष्ठ समुच्चय निकालिए | इस समुच्चय के न्यूनतम और अधिकतम ग्रंग लिखिए । दत्त संख्याप्रों का 
मस भी निकालिए । 
3. 6 श्रौर 8 के धन-संख्याएँ होने पर कथन “५ खंड है ४ का' का क्या श्रथे है ? सिद्ध 
कीजिए कि यदि ७ खंड हो ? का और ० खंड हो ८ का तो ७ खंड होगा 6 का । 
सिद्ध कीजिए कि 
9 / 0 ज ५ €६ 8, 
ह 4, (क) अभाज्य संख्या की परिभाषा दीजिए और सिद्ध कीजिए कि श्रभाज्यों का समुच्चय 
अनन्त है । | 
ह (ख) संख्यात्रों 270:8 और 38600 को अ्रभाज्य खंडों के गुणनफलों के रूप में व्यक्त 
कीजिए श्रौर उनका ल स निकालिए । 
8. (क) चर का प्रभाव-क्षेत्र |४ होने पर 
82-- 25-१ ; 
का सत्य समुच्चय निकालिए । चर का प्रभाव-क्षेत्र 0 लेने पर सत्य समुच्चय में क्या परिवर्तन होगा ! 
(ख) चर का प्रभाव-क्षेत्र विषम धन-संड्याश्रों का समुच्चय होने पर 
8४2-- ४ &, 28 
का सत्य समुच्चय निकालिए । 


6. (क) परिमेय संख्याओं के समुच्चय 9, में वितरण-नियम का उल्लेख कीजिए । इसे तथा 
योग और गुणन के क्रम-विनिमेय और साहचयें मियमों को मानकर सिद्ध कीजिए कि 
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(6-१) -ै-2 6०--४ » ०, 8 € 9. 
(ख) परिमेय संख्याओों 6, 2, 6 के लिए सिद्ध कीजिए कि, 
68 >> 04२ ७--०7>०9-- 6. 
प. (क) किसी भिन्न को दशमलव भिन्‍त कब कहते हैं ? सिद्ध कीजिए कि दो दशमलव पिस्तों 
का योगफल झौर गुणनफल दशमलव भिन्‍न ही होता है । 


(ख) संख्याश्रों के निम्नलिखित समुच्चयों को आरोही क्रम में लिखिए । 


9. ]8 
8) (-- , :>, 0, --'7%, | 
38 ' [5 


(8) [--'27, --)»३४, --2, "04, “78). 
8. (क) किसी परिमेय संख्या & के निरपेक्ष मात | £ | की परिभाषा दीजिए । 
४ का ग्रभाव-क्षेत्र 9 होते पर 


| 9--- 8 | घ्ल्ल्थ 
का सत्य समुच्चय तिकालिए । 
(ख़ ) ि --॥/ --3 जू0 
20-|- 89/ -- 7 5८0 
का सत्य समुच्चय निकालिए | 
0. (क) समीकरण 
८६४ -- 9 <50 


झर | न] 
का संगति-प्रतिबंध निकालिए । 
(ख) यदि संभव हो तो 
8%* -- ]8:-- 6 
को परिमेय गुणांकों वाले रैखिक खंडों के गुशनफल के रूप में व्यक्त कीजिए । 

0, (क) 69#7--43४--20--0, ४ € 0. 
का सत्य समुच्चय निकालिए । 

(ख़) दो परीक्षा कक्ष क और ख हैं । यदि क में से 0 परीक्षार्थी ख में भेज दिए जाएँ तो 
दोनों में सईया बराबर हो जाती है शोर ख में से 20 परीक्षार्थी क में भेज दिए जाएँ तो क में परीक्षा- 
थियों की संख्या ख में परीक्षार्थियों की संख्या से दुगुनी हो जाती है। प्रत्येक कक्ष में परीक्षार्थियों की 
संख्या बताइए । 

परीक्षण-पत्र ए 
, (क) यदि 
4 जन, 3, 5, 7), 2559, 4, 6,8), 0--(0, 4, 8) 
तो समुच्चय 4(१58, #/6, (4) 5४)।१0 क्या होंगे ? 
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(ख) पाँच ऐसे भिन्‍न जो पूर्ण संख्याएँ न हों और पाँच ऐसी पूर्ण संख्याएँजों भिन्‍न न हों 
दीजिए । # 
9, किन्‍्हीं दो संख्याओं के ल स की परिभाषा दीजिए । ह 
. 4 झौर 6 के अपवर्त्यों के समुच्चय लिखिए। ये समुच्चय सात्त हैं भ्रथवा अनन्त ? इनका 
सवेतिष्ठ समुच्चय निकालिए । क्या इस समुच्चय का अधिकतम भ्रग है ? इस सवृनिष्ठ समुच्चय का 
स्युनृतम भ्रग क्‍या हैं ? दत्त संख्याश्रों का ल स निकालिए । 
8. ० और ४ के धन-संख्याएँ होने पर कथन ७ खंड है 8 का' का क्या शझर्थ है ? 
सिद्ध कीजिए कि यदि 6 खंड हो ४ और ० दोनों का, तो ० खंड होगा 2-० का । 
सिद्ध कीजिए कि 6 | 9, 8 | ७ जै ०5८०0. 
4, (क) श्रद्वितीय भ्रभाज्य गुणनखंडन श्रमेय का उल्लेख करके इसकी उपपत्ति कीजिए । 
(ख) सिद्ध कीजिए कि किन्‍्हीं तीन क्रमागत धन-संख्यात्रों का गुणनफल 6 से विभाज्य है । 
8. (क) चर का प्रभाव-क्षेत्र 9 होने पर 
2727-56 
का सत्य समुच्चय निकालिए । चर का प्रभाव-क्षेत्र | या #' या सम धन-संख्याश्रों का समुच्चय होने पर 
सत्य समुच्चय में क्या परिवर्तत होगा ? 
(ख) चरों का प्रभाव-द्षेत्र [४ होने पर 
92 -- 09/-- ]]. 
. का सत्य समुच्चय निकालिए | यह सत्य समुच्चय साप्त है भ्रथवा प्रनन्त ? यदि प्रभाव-क्षेत्र 9 हो जाए 
तो क्‍या सत्य समुच्चय सानन्‍त होगा ? 
6. (क) परिमेय संख्याश्रों ७, 8, ० के लिए सिद्ध कीजिए कि 
कषत्+ 0 47 6-०5 -+- ०. ग 
(ख) किन्‍्हीं परिमेय संख्याश्रों ४ औौर ५ के लिए सिद्ध कीजिए कि 
- (»--४)5२(--४) + (--/0. 
7. (क) दशमलव भिन्‍न की परिभाषा दीजिए | 
यदि 6// और ०/४ दो दशमलव भिन्‍न हों तो क्या ०/0--०/४ सदैव दशमलव भिन्‍्न 
होगा ? अपने उत्तर का तकपूर्णा समर्थन कीजिए । 
(ख) संख्याओं के निम्नलिखित समुच्चयों को अ्रवरोही क्रम में लिखिए :-- 


ि ] $ ] 8 
9:77 कलिी कह 2, 0 कट न न्कीर 
हे ।] ठ7 4 यु बा 6 | 


(8) [0] "४4, '77,-- 73, --79). 
8. (क) सिद्ध कीजिए कि द्विधात समीकरण 
ढक -- 80--0750. ७, ०, ०& 9, 4560 
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का केवल एक ही मुल--8/५ होता है यदि 0--4 6०-८0. 
(ख) यदि संभव हो तो 
0%-- ॥6%8-- 4 
को परिमेय गुणांकों वाले रेखिक खंडों के गुणनफल के रूप में व्यक्त कीजिए । 
9. (क) ७, 9 के विभिश्त परिमेय संख्याएँ होने पर समीकरण 
४-9 - 7 7२0 
4४ -ै- 09 -- ०5८८5 0 
6“ -- 70/ +- 6%-- 0 
का संगृति-प्रतिबंध निकालिए। यहां ० कोई अ्रग है 9 का । 
(ख) निम्नलिखित निकाय का सत्य समुच्चय निकालिए :-- 


90--9॥ +- ४--- 8 +-+ 0 
3४ --40--8४--8 5-50 
४ न 249 --- 92--40 55 0 


0., (क) ऐसा भिश्त तिकालिए जिसके अ्रश में 8 जोड़ते पर वहु 8 हो जाए और हर में 
]] जोड़ने पर ३ हो जाए । 


(ख्) क, ख से दो वर्ष बड़ा है, ख, ग से तीन वर्ष बड़ा है श्र इन तीनों की आयु का 
_योगफल घ॒की श्रायु का भ्राधा है । 40 वर्ष पश्चात्‌ क, ख, ग की आयु का योगफल घ॒ की उस समय 
की श्रायु के बराबर हो जाएगा। उनकी वर्तमान आ्रायु निकालिए । 


परीक्षणा-पत्र तर 
., (क) यदि 


4५; धन ;| , 5 रन , 2, 3, 4 । ० जि हे। 
2 |] धृ क 2 


तो समुच्चय 
4+5, 8८, (4६2) |०, 4/)(594 ०) 
क्‍या हैं ? 


(ख) पाँच ऐसे भिन्‍न दीजिए जो धन-संख्याएँ न हों। यदि संभव हो तो एक ऐसी धन-संख्या 
दीजिए जो भिन्‍न न हो । 


2. किन्‍्हीं दो संख्यात्रों के स स की परिभाषा दीजिए । 

68, 48, 27 के खंडों के समुच्चय लिखिए । इनका सं निष्ठ समभुच्चय निकालिए । इस समु- 
च्चय के अधिकतम और न्यूनतम अंग क्‍या हैं ? दत्त संड्याओं का म स निकालिए । 

3, धन-संख्याश्रों के समुच्चय में 'खंड है'''का' संबंध के परावर्ती होने का क्‍या अर्थ है ? 
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सिद्ध कीजिए कि 4 से विभिन्‍त प्रत्येक धन-संख्या के कम से कम दो खंड होते हैं । संख्या । के 


खंड क्‍या हैं ! 
(क) गॉँस प्रमेथ का उल्लेख श्रौर इसकी उपपत्ति कीजिए । 


(ख) सिद्ध कीजिए कि १ से विभित्त प्रत्येक धन-संख्या का कोई न कोई अ्रभाज्य खंड 
होता है । 
5. (क) किन्‍्हीं दो परिमेय संख्याशत्रों & श्रौर // के लिए क्‍या 
हि शि-- 9 
सदैव सार्थक होता है ? अपने उत्तर का समर्थत कीजिए । यदि » और 9 कोई भिन्‍न होते तो आपके 
उत्तर में क्या परिवर्तत हो जाता ? 
(ख) 9 के विभिन्‍न फील्ड नियमों के भ्राधार पर सिद्ध कीजिए कि 


(-- ») (४) ८5 -(»४) ४ ४, ४८५७०, 


प्रौर 0 2 4 ४ 9, #& 09. 
- 6. (क) चरों का प्रभावक्षेत्र !र होने पर 
292--39--9?४-< १) 


का सत्य समुच्चम निकालिए । 
(ख) यदि ७, 2, ० कोई श्रग हों 9 के, तो सिद्ध कीजिए कि 
670, 077०0 -> ००:>9८ 
(क) कथन भिन्तों का समुच्चय क्रम घन है” का क्या श्रर्थ है ? इसे सिद्ध कीजिए । 


7 
(ख्र) निम्तलिखित में से कौन-से कथन सत्य हैं :-- 


(६) --7>8 (8) --9>8 (४) ->#< +० 


पु चुद 
8, (क) सरल कीजिए :-- 
3%20/->8%9“. 487-- 229/-- 997 
१28-- 89 7 890*-- 899 
(ख) » का प्रभाव-क्षेत्र 9 होने पर 
4४&7--8%--0<:0 





का सत्य समुख्चय निकालिए । 

9. (क) हिघात समीकरण 

क्र ६ 0४ -- 0-८0 6, 0, ० € 9,6-#0 

के दो मूल होने का प्रतिबंध निकालिए | मूल भी निकालिए | 

(ख) सिद्ध कीजिए कि निम्नलिखित समीकरण श्राश्रित हैं :-- 

#%ौ-ै-79--8४--25->0 
42 -- 29-- ४-० 3550 ' 
32 --+ 390 --728 --- 76:-0 
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0 (क) पाँच घंटे में एक नौका जलधारा के प्रतिकुल 6 कि. मी. भौर भ्रनुकूल 22 कि. भी, 
जाती है। 8 घण्टे में बह धारा के प्रतिकूल 20 कि. मी. श्रौर अनुकूल 279 कि. सी. भी जाती है। 
धारा की और स्थिर जल में नौका की गति निकालिए । 


(ख) दो धन-तंख्याश्रों का गुणनफल 48 है। यदि एक दूसरी से 4 कम हो तो दोनों संख्याएँ 
निकालिए । | 
परीक्षण-पत्र 7५ 
, (क) यदि 
्घ्न्न 3 कप । ः रत 5 | ्प्न्््‌पि पर ञ् 
3. 2 9 3 9 9 
तो निम्नलिखित में से कौन-से कथन सत्य हैं ? 
0८5, 206, 6ए (40७४), ०८ (4१9). 

(ख) ऐसी चार परिमेय संख्याएँ लिखिए जो भिन्‍न न हों । यदि संभव हो तो एक ऐसा भिन्न 

बताइए जो परशिमेय संख्या त हो । 


2, किन्हीं ज्ञीन संख्याश्रों के ल स की परिभाषा दीजिए । 5, 0 श्रौर 6 के अपवर्त्यों के समु- 
उचय लिखिए | इनका सर्वनिष्ठ समुच्चय निकालिए । क्‍या इस समुच्चय का श्रधिकतम श्रंग है? दत्त 
संख्याप्रों का ल स निकालिए । 


8. (क) सिद्ध कीजिए कि 6 अपवर्त्यं है 8 का' के फलस्वरूप ७ भ्रधिक है 8 से अथवा बरा- 
ब्र है 9 के। 
(ख) दो संख्यात्रों को भ्रसहभाज्य कब कहते हैं ? भ्रसहभाज्यों के पाँच युग्म लिखिए । 
4. (क) यदि 6 झौर 9 का म स # हो तो सिद्ध कीजिए कि ऋढ ग्रौर %8 का म स #४ है । 
(ख) सिद्ध कीजिए कि दो संख्याओशों का गुणतफल उत्तके सस और लस के गुणतफल के 
बराबर होता है। 
; 6. 9 के विभिन्‍त मूल फील्ड नियमों का उल्लेख करके निम्नलिखित परिणामों का तिगमन 
कीजिए : 
* (--+ ४) (#ल्‍४5--+ »४ 
(--४») (--३४)5-४४ 
हि (४-४) नस -- 2४७ -- ४. 
6. (क) सिद्ध कीजिए कि 
6550, ६४0:-:0८ >> ६7००४ 0 
जहाँ ५, 9, ०&€ 0. 
(ख) भिन्‍तों के योग के क्रमविनिमेय भौर साहचरयं नियमों को मानकर सिद्ध कीजिए कि 
(»--५४)-+-(४-- ४) ८ (:४--०) -+- (४+-४) ७४०४, 9, 2, ९६४, 
प्रत्येक चरण के भ्राधारभूत तक दीजिए । 


श्रौर 
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प. (क) सिद्ध कीजिए कि किन्‍्हीं दो भिल्‍तों के बीच सदेव एक और भिन्न होता है । 
भिन्‍नों के स्थान पर धन-संख्याश्रों के प्रसंग में क्या यह्‌ कथन सत्य होगा ? 


(ख) (9 ठू- और हि के बीच पाँच भिन्न लिखिए । 
(४) 3 श्रौर 7 के बीच की सभी धन-संख्याएँ लिखिए । 
8. (क) समीकरस्ण 











92--8 4&-- ? सन | 
2अय 2: 2007 लक __ 9४-08 बहाल 
8 
को हल कीजिए | 
(ख) क्या समीकरण 
6४ -|- 0४ -|- ००६० 5, 2, ०€ ९, 6-50 


के दो से श्रधिक मूल संभव हैं ? अपने उत्तर का समर्थन कीजिए । समीकरण का कोई मूल' न होने का 
प्रतिबंध भी निकालिए । 


2 । 5 
बल पल गज 
| 3 2 
न नाथ --- “न --- -+ 2 झ+ 

् हू गा थ् 


प 
न बज ब, --78--0. 
(ख़) सिद्ध कीजिए कि निम्नलिखित समीकरण संगत हैं :-- 


2४ -- ४-7 ८६0 
8४---20/ ++3 5-0 
--4% -|-79/--- 7-0. 


0. (क) 
ह (8--०) (2४--) ># 0; « € 0 
का सत्य समुच्चय निकालिए । 

(ख) एक मनुष्य 5% स्कंघ में 48 पर और ।0]% स्कंध में 9। पर 3,800 रुपए 
इस प्रकार लगाना चाहता है' कि वोनों से उसकी शभ्राय बराबर हो । भत्येक स्कंध में वह कितने-कितने 
रुपए लगाए ? 

परीक्षण-पत्र ५४ 
. (क) यदि 


्‌ 8 | 8 
4 ।, जू? *, हज , दूं? # “| 


तो समुच्चय 4/5, 4 (+ क्‍या हैं ? 
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निम्नलिखित कंथतों में से कौन-से सत्य हैं ? 
#नच्ऊ, 4८२, 2८ 4. 
(ख) सात ऐसी परिभेय संख्याएँ लिखिए जो धन-संख्याएँ न हों । क्या कोई ऐसी धन- 
संख्या है जो परिसेय संख्या न हो ? 

2. किन्‍्हीं तीन संख्याओं के सम स की परिभाषा दीजिए। 48, 69, 20 के खंडों के समुच्चय 
लिखिए । उनका सर्वेनिष्ठ समुच्चम निकालिए | यह सान्‍्त है अथवा अ्रतन्त ? इसके भ्रधिकतम झौर स्यूनतम 
प्रंग क्या हैं ? दत्त संख्याश्रों का भु स तिकालिए । 

8. (क) यदि ७ भौर 8 दो ऐसी धन-संख्याएँहों जिनमें ०592 भौर 8 खंड नहीं है ० का, तो 
सिद्ध कीजिए कि दो संख्याएं (अद्वितीय) 4 भौर » विद्यमान हैं जिनके लिए 

&<<00-- # १<< 0, 
(ख) (४) प्रभाज्य संख्या, और (४) ग्रसहुभाज्य संख्या-युग्म की धारणाश्रों में भेद 
कीजिए । या ह 

4. (क) सिद्ध कीजिए कि दो संख्याश्रों & श्र 8? का भ स तब और तभी # होता है जब 
# खंड हो ८ श्रौर 9 का तथा दो संख्याएं ८ / # और 5 / # श्रसहभाज्य हों । 

(स्र) संख्याश्रों 375, 240, 890, 585 को अभाज्य खंडों के ग्रुणनफलों के छूप में व्यक्त 
कीजिए श्रौर उनका भ स निकालिए । । 

5 (क) 0 के फील्ड नियमों को मानकर सिद्ध कीजिए कि 

ह हि आप मम 0 | 
४80. ४ ४ 
है (ख) सिद्ध क्रीजिए कि 
४ >> 9, 8 < 0 जे ४४ < १४, जहाँ &, ७, « € 9. 


8. (क) » ६ #' होने पर व्यंजक $ सार्थक हो तो » पर कौन-से प्रतिबंध लगाने 


पह्टंगे ? 
(ख) यवि # € घेतो. 
3--8%8>»]] 
का सत्य समुच्चय न्िकालिए । यह सत्य समुच्चय सान्‍्त है अथवा अलब्त ? 
7. (क्र) सिद्ध कीजिए कि किन्‍्हीं दो विभिन्‍न परिमेयों के बीच में सदेव कोई परिमेय संख्या 
होता है । 
परिमेयों के स्थान पर पूर्णा संख्याओ्रों के प्रसंग में क्या यह परिणाम सत्य होगा ? इसका सत्य 
त होता सिद्ध करने के लिए प्रति--उदाहरण दीजिए । 
(ख) -77 और -22 के बीच में आने वाली पूर्णो संख्याश्रों का समुच्चय क्‍या है ? 
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8. (क) » के लिए 
४--3 8४8--4 _. ., 
शा छाए लत 
को हल कीजिए । 


(सख्र) * शिन-7 | & | 8;०७ €0 
का सत्य समुच्चय निकालिए । ; 


9. (क) सिद्ध कीजिए कि समीकरण 


2४ -- ॥५४-+-72--8 --0 
6» - 3४--2) ४--755८७ 


श्रसंगत हैं । हे े 
(ख्र) निम्नलिखित समीकरण निकाय हल कीजिए :---* 
2 क्ज्सर 8 नै-8४5 0 
फट 9 


ह 2 
“>> -+ -औ-/ 50 
| (४५ 


0. (क) तीन नलों को एक साथ खोल देने पर कोई जलाशय 7३ घंटे में भर जाता है । 
एक नल इसे 6 घंटे में श्रौर दूसरा 5 घंटे में भर सकता है। तीसरे नल का क्या कार्य है ? 


(ख) अनिल अपनी साइकिल से 30 कि. सी. जाता है । वह जितने कि. मी. प्रतिघंटा की 


भौसत गति से जाता है उतने से एक घंटे कम में यात्रा पूरी कर लेता है । यात्रा पूरी करने में उसे कितना 
समय लगा । 


पृष्ठ 3 


उत्तरप्ताला 


अध्याय 4 


(87), (०), (०४४), (४0४8), (#४8)  + हाँ । 
(8) (9), (४०), (शं) : नहीं । 


पृष्ठ 5 


का 


पृष्ठ 7 


पृष्ठ 58 


पृष्ठ 9 


पृष्ठ १0 


पृष्ठ ॥] 


्स 


पृष्ठ [3 


क्रम विभिमेय नियम । 
(6) 9, (ह) 5, (88) 9, (80) 9, (७) 39, (७) 05, (७४) 83, (४४४४) 4, 


साहचर्य तियम । 
6) 8, (0 3, (४8) ॥, (&) 9, (७) 8, (७) 7, 


, 6) 58, (#) 400, (७8) 58, (४४) 788, (०) 94, (७४) 228, (७६) 88, (४७) 77, 
, (४) 8, (8) 4, (8) 4, (७) 7, (७) 9, (७) 9. 
. ६) 50, (४) 92, (॥४॥) 209, (9) 209, 


क्रम वितिमेय नियम । 
(8) 24, (४) 69, ($॥) 47, (४७) 6!. 


साहचय नियम | ह 
() 28, (8) श, (४४) 9, (४७) 8, (७) %, (७) !], 


(0 श, (8) श, (६8) 8, (७) 8, (७) 8, (७४) 4. 
(0) 880, (8) 877800, (68) 8400, (0) 024000, (७) 360, (७) 800, (७४) 2460, 
(४४) 660. 


वित्तरण नियम ! 
() 78, (8) 28, (&) 27, (&) 28, (७) 4, (४) 9, 


उत्तरमाला 9] 


4. (४) 9,यक, यस, (४४) 7, व, ग क, यक, (#8) 27, य क, (४०) १09, य स, 
(०) # व, (४४) व, ग के, य क, (४४) 22, ग क, व, (४४४४) 79, व, थ क, 
गंक, गस, (४४) )», व गत! 
पृष्ठ ]4 
. (9 2१900, (5) 8700, (80) 2900, (४४) 860, (४) 890, (७४) 890. 
(8) 87, (४४) 77, (४8) 6700, (४७) 87000, (७) ४400, (४४) 8700, (5४) 8900, 
(४४४) 388, (#8) 740, (४0) 999000, (४5) 99990000, (४४8) 8870000, 


पृष्ठ 5 
(8) 28, (६) 36, (४8) 256, (४) 343, (७) 628, (७४) 87, (७४४) 70000, (७6॥) 28, ' 
(2४) 729, (%) 288, (४४) 8200000, (8४) 2१6. 
पुष्ठ 76 ह ह 
7, (४) 7९% (&) ७९, (ह80) ७, (४०) 8१७, (0 20%, (०९) 2208, (#8) #थ/१, (७४४४) 68% 
(६०) 38% (४) 7१, (8) 67, (४68) 85. 
2... (8) 86, (४) 08, (॥४) 2000, (४) 4000, 
पुषठ ॥7 
(०) |26 (४72) 66 (४४४) 0७ +- 39 
(४७) 46 -- 76 (०४४) 89 +- 80 (०४) 2४ + ४ न ४2. 
पृष्ठ 8 
(2) 2 (४४) 2 () 9 
(४७) 4 (०) 2 (७४) 4 
(०४) 8 (एट४४) 6 (४४) 4 
(४) 06. 
पृष्ठ 49 
7, (४) 4 (४४) 2 ] (४४) ४ (०) 4 
(०४४) 6 (४०) 7 (०) ॥7. 
9, (४) 2 (४७) 8. 
3. (४) 9 (४७) $ (०) 8. 
4, (१) & (78) 66 (४8) 6१% (४०) 8 
(०) ८१ (४४) 26 (एड) (४४४४) 48709 
(४४) 90400, 
पृष्ठ 23 
(४) 3(४ + ४) (४४) ०(७ _- ४) (४४) 2०(४ +- £) 
(४०) 3०(॥ +- ४), (०) &(49 +- 88) (०४) (७ + ०) (5४ + ४४) 
(०४४) 29(4 -- 8») (०४४४) ७(० +- 2) (६४) »#/(& -- 7) ४ 
(8) 2छ(8० + 89)... (७) अू6+ 8 + ». (0४) 3(ढ७ -+ 200 + 30) 
(888) ऋ(छढ -- 2४9५७ के छ८४) (७४०) 8(७& + ५) (४०) (2 + 39) (४ --39) 
(४०४) (७ -- ०) (28 +- 859) (७०४) (6 +- 9) (४ + 9) 
(४०४४४) (28 +- 3) (89 -- 4) (४०) (46 + ) (8 + 4) 


(छक) (& +- ]) (४ + 9) (४४) (७ + 2) (० +- 9). छ्य) (व न 9) (5 +॑ शो: 


82 बीजगशि, 


पृष्ठ 26 
2, (४) 9 > 7, (६) 76 > 8 (४) २4 > 2] 
8. सत्य : (8), (०), (०४४), (७), (४8४), (४४०), (४०४), (४४४) . 
मिथ्या ; (90, (88). (४७), (७४), (०४४७), (४0), (७४), (४४४४), (४०), (४०8), (४०४४४), (४४) . 


(४७) 37 > ५. 


प्रष्ठ 39-40 
), (४) [8] 
(१४) ६४) 
(४४४) रिक्‍त 
(०) (3) 
(४४४४) रिक्‍त 
2, (४) (8, 4, 8, ...] 
(7४) [4, 2, 3, ...) 
(०४४) रिक्‍त 
8. (६3) 
(४०) [, 8) 
पृष्ठ. 40 


(७) (2) 
(४) (26) 
(०४४४) (8) 
(४४) ६4) 
(४४9) (7) 
(४४) (4, 8, 6, ...) 
(०) रिक्त 
(७४४) 49, 3, 4, ...) 
(४४) रिक्त 
(०) (8, 7, 9, ...) 


(8) 420) 
(०४) (57) 
(४४) रिक्त 
(४४४) (9) 


(7०) रिक्त | 


(४४) (6, 7, 8, ...) 


(8) (0, 38), (3, 3), (8, 7), (4, 9), (0, 5), (7, 9), (8, ॥) 


(४) (9, 5) , (0, 9) , 
पृष्ठ 43 


. (४) 4 

2. (४) ।, 2, 8 

8. (४) ]04 
(४०) कोई हल नहीं 

पृष्ठ 46 

], (2 

2. (४) 3 के श्रपवत्यं 
(४9) 9, 8, 7!, 29 

8, (89) (4)] 
(४०) [76, 38, 9], ...) 


पृष्ठ 50 
(४४) (१, 9, 8, ...) 
(४) (9, 4, 6, ...), 
पृष्ठ 5 
सत्य : (४) 
मिथ्या : (४), (४४४), (%), 
पृष्ठ 3 


सत्य : (४) (8), (१०), (ण, 
मिथ्या : (४४४) 


(9, 7) 


(8४) 2. 


(४) 0, 4, 9, ... 


(४8) 3 

(७) (3, 2) 

(४2) . 

(2४) 3, ह 

(०) ॥, 3, 4, 8, 6 
(४४) ६2 ) 

(०) ६१, », 4) 


(४४) (, 2, 3, 4) 


(००), (०४४), (०४४४)- 


(४४) कोई हल नहीं 


(०४) कोई हल नहीं । 


(४४४) 8. 
(४8) ॥7., !&, 8, ... 
(०७४) (, 2), 


(४४४) सभी विषम संख्याएँ 
(०४) 9, 6, 23, 30, ... 
(४४8) (6) 

(७४) (३ ै). 


(४) (4) 
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पृष्ठ 52 
(2) ६, 43) (४) (7, 8, 25) (४8) (, 2, 3, 4, 6, 9, 8, 8, 86) 
(४०) (7, 88) (७) ६) (०४) (7, 2, 8, 4, 8, 8, 2, 24) 
(७४४) (. 2, 8, 4, 8, 6, 0, 2, 8, 20, 80, 60) , 
(०४४४) (१, 3, 8, 9, 8, 48). 


प्रुषठ 64 

(2) $, ६ | $ ६33६8 9 (, 3), 3, 8), ६, 6), ६0, 3, 8) 

(४8४) $, ६ 7.) (४8) ४ ६2 » ६ 0 3 ६8, 6) (४०) ९. 
पृष्ठ 55 

(४) 2 घिद्यमान नहीं (४४) 25280 (४४) १0 विद्यमाच नहीं 

(४०) ॥0, 70 (७) 4, ।, 

पृष्ठ 55-56 ; 
3. (४) (7, 2, 8, 4] (४) (, 3, 4, 6, 7, 0] 


(#४2) [, 2, 8, 5, 6, 2, 8]. 
(7, 2, 4, 6, 7, 8, 9). 
4, क्रम विनिभेयता और सहचारिता। 


प्रष्ठ 56-57 ह 
3. (४) (3, 2, 8) (7४) # (&४) (), 8). 
2. #., 
पृष्ठ 60 - 
(४) 8, 2 (४) 286 विभाज्य है !! से (४४) 388, 4 
(४०) 48, 4 (०) 222, 8 (०४) 700, 7. 
पृष्ठ 62 
], (४) ४(» -+- 7) --9, छोटी संख्या » है । 
(%४) # -- (& -- 43) नत57, 3३, 39 95 ।! * 
(४४४) & -+- (& + 29) ज्ूः87, ४ बालिकाओं की संख्या का सूचक है। 
(४०) » +- (28 न 3) ++68, & पुत्र की श्रायु का सूचक है। 


(०) 2 (४ -+ (» + 3) 42, » झायत की चौड़ाई का सूचक है। 
पृष्ठ 65-66 

(3) 28, 29 (2) ऐसी कोई संख्या नहीं । (8) 33, 38 (4) 80, 88 (6) 26, 27, 38 (6) 
34, 86, 38 (7) 07, 409, ॥॥77 (8) 29, 75 (9) 2 (0) 8 (0) (7, 2, 3, 4, 5, 
0) (9) (9, 3, +, 5, 6, 7) (73) नहीं (!4) नहीं (5) 30 किलो. भी, (6) (3, 3, 
3, 4, 5, 6) (77) (4, 5) (8) 8 (9) 6, 7, 9 (20) 89, 60, 67 (8) 8, #7 
(22) 38 (28) कृष्ण 56, श्याम 2, राम 82 (24) , 39 (28) 88, 30 (26) पुत्र 
20, पिता 45 (27) पुत्र 9!, पिता 89 (28) 53 (29 ) 42 


8% बीजगशित 
सिहावलोकंत प्रशनावली : पृष्ठ 66--69 
. (29, 3, 5, 7, 8, 9, 8, 7), (4, 8, 6, 7, 8, 9, 78 ॥4, 6, 7) 
६9, 8, 4, 6, 7, 8, 9, 32, 8, 4., 6) 
(7, 8, 9), ४, ४ 
(2, 7, 8, 9, 8, 8), (7, 8, 9) 
(9, 3, 7, 8, 9, 8), (7, 8, 9). 
(0, 3, 0) (0, 3, 9), 0, 9), (0, 9). 
(४: ० अ्रपवर्त्य है 28 का 3 
(४) 0, 2, 8) (४४) (5, 6, 7) (2४8) ६४ : ४ >> 4). 
5. (४) ६१, 2, 4) ४) (४ : ०» ग्रपवत्यं है 35 का) 
(7०४) (38, 39, 28, ...) 
8. 270 >> 004 
77, (9, 4), (8, 5), (8, 4), (8, )), (7, 6), (7, 8), (7, 4), (7, 9), (7, 9), (6, 5), (8, 4), 
6, 3), (6, 2), (6, 7), (5, 4), (5, 3), (5, 2), (5, ), (4, 3), (4, 9), (4, ), (8, 2), 
(3, 3), (2, 7) 
88, 6) 322 (8) 8 (७) 8. 0०) 8 (०) 4 (७४) कोई हल नहीं 
(०४४) कोई हल नहीं. (०४४) कोई हल नहीं. (४०) कोई हल नहीं 
(४) कोई हल नहीं (४४) कोई हल नहीं (४४४) 3 
(४४४) कोई हल नहीं (४४०) 8 (४४) 2. 
6, (४) ६७: ४ > ]) (४४) [७:०७ < 44) (४?) $ (४) ९ (०) (७:०७ << 9) 
(०४) (2: ० < 7) (४४४) (, 2, 3) (छाथ्ट) (४: ४ >> 2) (४४) ४; ४ > 6) (४) ष 
(88) (४: 8 >> 2) (४१४) (, 2) 
(४8) (70, 77, 84, 9,...] (४४०) ६3, 6, 0, 9, 75, 8, 27) 
(४४) 3, 6, 9, 2, 5) (»0४) (8) (४०४४४) ६!, 8) 
(29४29) (४: ४ > 0) (शब्य) (, 2, 3) (४) [७:४४ >> 4) 


कि एए [० 


(2४१) (४४१7) चर (४४288) (४ : & ज£ 7) 
(80%) (४: ४ > 6) (४४०) (, 2, 3, 4, 8, 6) 
(४208) # (४४088) (# : ४ > 0) 


(४४08४) (१, 2). 
7,. (8) (3, 0), (2, 8), (3, 4), (4, ७) (8, 2), (6, 3), 
(४४) $ (४४8) (38 + 4, ४) : & € 7) 
(१०) (89 +- 3, ४): » € 7) 9) ९ 
(७) (४, ४): 9 > ४ + है) (०४) ६४७, ॥) : ४ # # + ४) 
(७88) (॥, 7), 0, 9, (0, 3), (0, 4), (0, 8), (, 6), (, 7), (2, ), (8, 9), (2? 
(2, 4), (2, 5), (2, 0). (2, 7), (3, ), (3, 2), (४, 3) )» (3, 0); (8, 
) (6 


(4, 4), (4, 2), ($, 38), (4, 4), (4, 6), (5, 4), (5, 2), ($, 3), (8, 4), 
(6, ), (6, 9), (6, 9), (8, 4), (7, )), (7, 9), (7, 3), (8, !), (8, 2), (8, 9), 
(9, ।), (9, 9), (!0, ), (7, !) 

|; )) ) (% 7) (2, 2), (3, )) (४) $- 


उत्तरमाला ४ ह 35 


8. 6], 68 9. 20, 8, 
20. घधत राशि को इस प्रकार नहीं बॉँटा जा सकता कि प्रत्येक को पुरे रुपए मिलें । 
9]. 40 वर्ष ।: 99, . 95 28. 4, 5, 6, 7, 8, 9 मीहर । 


24. कृष्णा को 2, 8, 4, 8, 6, 7 टॉफियाँ मिलती हैं भ्रौर तदनुसार सीता को 2, 4, 6, 8, 
0, 42 टॉफियाँ मिलेंगी । 
28... 968. | 
अध्याय 2 
पृष्ठ 72-73 ह 
]., सत्य : (४), (४४), (४०), (०४०४), (४४), (४). 
मिथ्या : (४४), (०), (०४), (०४४). 


2. (४) (], 2, 3, 4, 6, 32) (४2) ६, 2, 3, 4, 6, 8, 2, 6, 24, 48) 
(४४) (!, 2, 4, 8, ॥0, 20, 25, 50, 00) (४०) (, 4) 
(७) (0, 8, 28, 28) (०७) ६0, 77) 
(०४) (], 9, 3, 4, 8, 8, 0, 2, 6, 20, 286, 30, 80, 60, 78, 00, 80, 800) 
(४४४४) ६43, 67॥ (४४) ६7, ७, 4, 428) 
(७) (, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 0, 2, 8, 6, 20, 24, 30, 40, 48, 60, 80, 20, 240). 
4. (४) (9, 4, 6...) (४) (8, 0, 8...] (8) 7, 4, 9,...) 
(४०) 46, 2, 38,...) (७) 43, 6, 9,...) (४४) (4, 8, 2,...) 
(०४७) (44, 22, 38, ...)... (७४४) (9, 8, 27,...) (7४) [70, 00, 000,...) 
(2) फषि, 


8. प्रदन 2 में प्रत्येक समुच्चय का न्यूनतम ! है और भ्रधिकतम स्वयं संख्या ही है । 
प्रशत्त 4 के किसी भी ससुच्चय का श्रधिकतम नहीं है । प्रत्येक का न्यूनतम दत्त संह्या है । 


पृष्ठ 78 
(2४), (४०), (७), (७०), (४७), (£). 
पृष्ठ 78--79 
, (४५), (०) 
2. (४), (४४४), (४) 
पृष्ठ 79 
(8), (४७), (७४४). । 
पुष्ट 79 
(9), (४४), (०). 
पृष्ठ 80 
सत्य: (४), (#४ (४) (४४४४) (४४) 
मिथ्या : (४४), (४), (०४), (४). . 
पृष्ठ 80-8] 


(४), (58), (४४). 


86 


बीजगरित 
पृष्ठ 0॥ 
(77), (७), (४४), हु 
पृष्ठ 84 
सत्य ; (४), (१४8), (७), (७४४), (79), (») 
मिथ्या ; (88), (४०), (४४), (०४४४). 
पृष्ठ 82 


4.. (४), (४0), (०॥), (४४). 
2. सत्य ; (६७४), (४७), (०४), (४४४४), (४०) 
मिथ्या ; (४), (४), (७, (१४), (४). 


पृष्ठ 83--84 
38. ऐसी घन संख्या केवल | ही है । 
4. नहीं 5. (9) 0 « है 285 2833 


१. (8) 2, 3, 6, 7, , 8, 7, 0, 28, 20, 0, 37, 4, 43, 47, 53, 59, 6, 67, 7!, 
१8, 79, 88, 89, 97. 
8, (४) शून्य (88) एक (४४) तीत (४०) चौर (७) छः. (७४) दस | 
पृष्ठ 88 
(४) 4 (7४) ३8 (४) 28 (४०) 7 (९) । (०४४) 4. 


पृष्ठ 92 

(9) 44) (४) 99 (779) 8 (४४) 84. 
पृष्ठ 97 

(7)! (४४) 42. 
पृष्ठ 99 


+ (४४), (०). 
पृष्ठ 404--402 
]. (४) 34 (४४) 8 (६४) 8 (४0) 784 (०) 77 
(०४) 28. (०४) 80... (७४४) 790.. (४9) 40 (७) 68, 
2. (४) 20 (पी 42 (४४8) 309. 


पुद्ध 404 
() 8780... (6) 2790... 69) 80. 

पृष्ठ 407 4 | 
[0 88 ,६ 68 () 3 3 3 % 7॥ (8४) 2 >€ 85 ३८ 8 ८ । 
(४७) 2970 (७) 2 % 8 % 8 % +. (७४) 24 »८ 5१ »८ ॥8 


(छा) 9 3६ 88 % 82 (छोड़) 28 % 3 > 8 ]] व (स्क) 2६ > 30 » 7 » 
(छ) 20 » तने! & 7 »& 3], 


7 


उत्तरमाला 
पृष्ठ 08-409 
. (2) 798 (४४) 273 ४) 4 (7०) 23 (०) १ 
(४४) 2 (2४४४) 3 ... छडहाआ) 27 हक) 2 - (8) 03॥, 
2. (४) 924 (४४) ]8900 (०४४) 0]68]200 (४9) 93600. (४) 880 
(70) 279734 (७४४) 368 (9४88) 680 (४४) 498284 
(४) ।08672,' हे 


सिहावलोकन प्रदनावली पृष्ठ ॥09--॥ 
3. (४), (४8), (४७). 
2. एसी संख्याग्रों का एक समुच्च॒य (व, 26, 26, श्य, 28| है। 
८. 8 
5. एक संख्या सम और दुसरी विषम हो। | 
7. 064, 383]8 40. 60,740. _7. 00, 26 9. 27, 99. 06. एक्र 9. 3. 
20. शेष ॥या 4 हो सकता है; 5 संख्या का खंड भी हो सकता है। 
28, , 3, 7, 9, ], 8, 7, 9, 2, 28, 27, 29, 8], 83, 87, 89, $, 48, 47, 49. 
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(७) (9, -- 7) (») [ ण्प्- न 5ब् डा 
आन िक 0 0 व 
(०४) | ०: ०>-ह0| (_ (कक < व 
(४) [ कप न- हम हा न 
' ह्ठ हठ 
(०४) [ थक >> | ६ (हि न - || 
(००) | 2: ७ 3] (४ [#:४ *< | 
(००४४) (2४:42 < & << 8| (४०४४) (०, 3) 
(००8४४) ई ४१ ७ >> | () (४:०४ << 20) (89४) 4 ४: 0 < & ६<<]) 
(४०) (0, १). 
ह अध्याय 5 
पृष्ठ 224--225 
3. (0) 8४ +- (--9) 55०0 (४) $» +- (-- *) च्ल0 
(8) ढ&७ -- (-- 8) ८5० (४) 69 +- 2 नर 
(०)-(* -- नह स्तन 0 (४४) '8» -+- (--न5) न्त्0 
(४४४) 68 -- (9 --०)5८ 0 (०४४) (& --०) # न ? 0 


(४४) (० “० » ने (0 --०४)5०० 
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8, (3), (४), (४), (०), (४४), (०४४) रेखिक हैं भौर रेखिक नहीं । प्रभाव क्षेत्र 0, 
मिम्मलिखित संष्यात्रों को छोड़कर, समुच्चय है । 








(0) 0, (४) 6, 8 (४) ], -- 8 (७) --३ 
(0) ९.4 (७) -- > (७४) --४, 4 (४४) ,-... 
6, (४४), (४४४४). 
पृष्ठ 226--227 
| (न (४).6  ी की 
७ “|| 0७१ ॥ ७४) (772. ७४8) जा 
... (8-0) 
(४४) फ्धन 
2, 6) 28 ()-> (68)8. (७) .... (७)0 (७) ॥%8 
ऐे 67 
... 00 8 ४ 7 
8. (9) ह्र (४) कल (४9) 7 (४) हद 
५ 0 ५ 
4... (४) न (४) ) (७४४) --- (०) -+ प्र 
(०४) के (०७४४) कप 
पृष्ठ 227---228 
,. (४) 6 स्तन 0 (४४) ७ न्‍< 8 (४) 7--% ॑ 0 
(७) 7+# ०0 (०) ८0 +< 6 (७४) 60--०८ 55 0 
(०७४) ०४४--० -5 ०0 (०७४४४) 60 -- ८ 2०) 74--१४४४ ०८0 
) -न॑-०% हर 0 (४8) ॥0 >5, 7६ (2880) 46-- ४४-०६. 
(5), (४) भ्रौर (४४) संगत (४४) श्रसंगत । 
(5), (०) संगत (80), (४8), (४०), (०४) श्रसंगत । 
(४), (४) संगत (४), (१७) भ्रसंगत । 
पृष्ठ 229 
- 7, (४) 2४--8॥४--(--4) प्ल्ल्0 (४) 2४--(--99)+4-4 स्न्प 0 
(४9) 2४--(--9)+/+(--4) 55 ०0 (४०) 2४--(--8)9-- 0 


(०) शन4#+(-३). 5० (७४) 4%-)-29/--0 -- 0 


बी 
उत्तरमाला 


५५० पर प्र पु 
छत) कुक के (लय औक[(जक अली 
न, 58 
(०४४४) पु र्न- ड़ ॥3॥ न दर घ्च्ल 0, 
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2. (४), (४), (४०), (४), (०४) रैखिक (४४) रैखिक नहीं । 
(४) 2 नहीं ही सकता 0 (४४) ४ नहीं हो राकता 8 (४४) ० नहीं हो सकता 0 
(7४) » नहीं हो सकता -- हर » 9 नहीं हो सकता - 3] 


[5 
(०) ४ नहीं हो सकता कद | नञ (७४) ४ नहीं हो सकत गा -+ जे 
पृष्ठ 28 ह 
2. वही : (४), (१०). विभिन्‍न : शेष सभी । 
पृष्ठ 232 
3. (४) (४७, 0) : & € 09) (४) [ि जज ) ;०्छ 0. । 
(४४४) (५ प्र “ हि] ८9.) (४0) ((0, ५) :४ € ७) 
(४) िक ४) श्र ० (०४) (छ ) :५४ € ०): 
2. (7) (०, ४): ०, ४ € ९, ४ # 0 


(४५%) [ ४, ४ |] ;०, ४ € ९७9, ४ कई ) 
सी ए ०४ € ०,४# | 
४०, ४ ६ ०,9 -# 0) 


) 
(«० 
(००) | 
(५४) 


8 
(४ श् ॥2॥ छः ९्छे, ॥। श् फ्ः ह्ठ | 8 


लि श्र) ] (बः 3) ह (४४) (--9, 9) 
(७१) (3, 2) 


हि 9) मु 
हा व्‌ ५ ८ 
(४४४) हलक 7) (०५११) कि च्ु/ दर) (६४) ((, ) 


. (४) 
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५ ५ 4 4 हर 4 ] ४४३ ५4॥ ॥॥ 
3. . 7 [&) दि +)| (४४) (डि' जो (१४९) (क्र ऋ)| 
(५ (छ ॥8)| (०) # 
(४४) [[ /, ' १8 आय धर + , # € ५ 
(४४४) | /, ] ; ४ प्स्क / 0 € 0. (४४४) ((--, 0] 
(४) ((0, )) (४) ९ (४४) [(॥, &) : #-58#--3, $, # €& ५2) 
थ् ह । है 5 हा 6. 850 
४. (४) (ड्ि' ४)| (8) [(, )) (१४४४) हि ; ।9)| 
५ ] ॥॥ छठ ५] मे 2 छे 
(६४०) नि 5] (४) फिपि ”)| (४३) हरि || 
(०४४) पर पट )| (2४) [ ध् || (9) $ 
कद जीत फ्छ 
(४) | #, । ) 486 वहा -- ष् (80--7) ] १, # € 90 
4.0) [(60, 40)) (8) ((80, 8)] (४) ((+, 9) 
५ ह 887 8989 5 
(४५) (08, $)) (५) कि | (४४) ((8, --2»)) 
(०४) [(8, --5)] (७४) ((3, -9)). 
पृष्ठ 244--..245 
व्न॑च. #--6 है हर ९ 
7. ७ (- पर, पु) ७) (०-+) 
(#छ) __6--४४ . 68-- 86 (को हक दी 
बहा श्गुक् बी. को. हर 


6-“7- 0 


(हे (पा 
(5) (१, 9) 





9, 








९६ -- 6८ 
9 (6-- 6) 


86 -- ८थे है ++ 8 
6 (6--0) 8-- ६ 





) ७ टिक नव 


(४४) ( ञ् ् 2) (४४) (-ऊ” ) 
). 0७) ७ ई, 5! 


_9 
ये 


(७४३४) ( हि ) ) 
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पृष्ठ 249--246 

संगत (४), (४४४), (४४) 
पृष्ठ 247-.248 


असंगत : (४), 
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. (४), (४), (४४४), (४०), (»), (०४), (०७४४) रैखिक हैं किस्तु (ण) रैखिक नहीं । 


प्रतिबंध 
हा ] 4 पृ 
(४४) जल तर (४४) ५ हर गा (७) # पर का 
(७४) ४ ज2, ४ ज* 3 कड़े: का (७४) # ऋ 2. 
2. हाँ: (४) नहीं : शेष सभी 
3. (४) (४, ५, 0) :० ५ € 9) (४४) ((0, ५, ०) : » ब € 9) 
(8) (७, 0, :०, 5 € 9) (०) कि ४2) :# «० ८ 9) 
णध (6, 9, ४) :५ 5 € 9] ७ (ि प्र “)| :»ब्द 09) 
(०४) [(७, ५, -- 8) : », ५ € 9) () [(७, 4, ४) :% ४ € 9). 
पृष्ठ 258 
. (४) [(--80, --89 --2)) (४8) [(20, 8, 22)) 
(8) ((--, 3, --») (6, 8, 0)) 
(०) (७, 9, ०) ; ७ न्‍ने --(7--०), 9 55 -+(2)--०) | 8, 9, 8, ० € ९) 
(श) $ 
(०४) [[ 6, है, ० ] हक ० कब पु ०० €& 0 / 
(०४४) ४ 
॥ ] ॥ 
9. हम िक 
का 2 6 2 3 ॥ 
५ ।. ५ 2 3 2 
(४४४) कि कल) -/)| (न न 5)| 
पृष्ठ 260-- 262 ; 
(3) 38 (2) 36 (3) 692 (+) पिता 40, पुत्र 0 
(5) 36 (6) 38 | दिन (7) 8 :4 (8) 6 ०, हैं र० 
(9) 9060 रू० 480 रु० (70) 6 5०, 7'50 रु? (77) $ कि० सी० प्रति घंठा 
(72) 28 कि० मी० प्रति घंटा (28) 8 मिनट, 6 मिवद (१34) ], 70 
(१5) 9 कि० मी०, 4 कि० सी० (6) 2800 रु० (77) 800 ₹०, 780 स० 
(78) 8800 रू० 9280 रू० (3.9) 2785 रु० (20) ,000 र०, 0,000 २०. 
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सिहावलोकन प्रइनावलो पृष्ठ 265--266 


[.. (0 (0 (४) (2, 3) (४४) ता न) 
: (४४) कोई हल नहीं (०) (-प७' ३) (४४) (6, 6). 


2, हाँ: (2), (४०), नहीं : (७), (४४) . 
+ ७००० ७) (६ 
4... ४/(80--०) + #(०--०) --०(४७-- 0) 5८०५ 


5, (४) || दे आह ) कल्प , 0ब्ल न प---, ७, 0, ० € 0, | 


5५ 3] ])].. 78 ) ४ 8. 30 पं 
(४8) ९ (#/) (- बुर? व (४०) (“यहा डर ड््) 


0. (5) (ज ,.6-) (४) (3, हु जन) 


(7) 87 (8) श्राशा 700 ₹०, ऊषा 700 ₹० 
(9) (१0) 3 दिन, $२ दित 


() यह !2 घंटे सें खली करती है (॥2) 77800 रु०, 2600 हू० 

((8) 44, 96 (74) पिता 83, पुत्र 30 

(36) 36, 27 वर्ष (76) $, 08 कि० मी० प्रति घंटा 
(77) 60, 80 कि० मी० प्रति घंटा. (8) 60 बर्गे से०मी०, 20 वर्ग से० मी 
(9) 3066$ ₹०, 6000 रू७ (20) 4320 रु०, 4050 रू० 








श्रध्याद 6 
पुष्ठ 268 
एकपद : (१४४), (४०), (४४४) 
द्विपद : (४), (७), (०४४४) 
तिपद : (४४), (४४), (%४). 
पृष्ठ 269 
. (४) 9, ; एक (४४) ---2, 5; एक (४४) ---9, 0; एक 
(४०) 6, '7; एक (०) --१'9,2; एक (०४४) 7, 0; छुक 
(0४) ---2, 0, 7; दो (७४) 6, --7, 8; दो (४०) “7, 0, ॥; दो 


उत्तरमाला 8388 
(७) 3,----2, 3; वो. (»४) 8/2, ,---8; दो 
(७४४४४) 4, 4,---7; दो (४४०) --2, 5/3, 0; दो (४०७) 38, 0, ---7; दो 
(४०४) |, 7,---3, 8; तीन (४९४४) 2, 0, 0,---2, 8; चार 
(४०४४४) ], 0, 0, 0, 0, 0, 0---; सात । 
2, (90४४४), (४०४), (४0४४४) . 
पृष्ठ 270---27] 
,. (8) ४*--3४--१2.. _ (68) ४ै--०४--6 
(४0) 2%*--86%४ -+- 2 (७) 6%?--]8४-- 6 
(०४४) 89%? -- ।%-- 4 (४४४४) --- 2४१ -|- ]52 --- 7 
(४)---972-)- 88-29. (४४)--] 6/०-]- 25 
2, (४) ४१--(०-- 9) ४-- ६८४ 
(४2४) ७१ -- (!-- 5%9)9/ --- 8798. 





(४४४) --+ 8, 0, 0; दो 


(४४४) ४?--- ]%-- 28 

(७४) 30४ -- ]8%-- 77 

(४४) 392-.-28--8 
(७४४) --9--/--0 

(8) ४१-- (39--29)2--0%५ 


पृष्ठ 272----273 
5 
3. (४) + (४8) क 7 (४७) र (यू 
पर 8... | 49 रह] 
(४४) दा (४४%) गे (०४४) कह (०) पा 
श्रौर प्रत्येक बर्ग में तदनुरूप रेखिक बहुपद 
(४) ४ -- 9 (४8) ४ -+- हे (88४) #--० (६8) &--..._ 
७0) #-- हि (७४) # +- न (७) # -- हि (७४४४) कनन्ु 
. 9 
(१४) था है । 
है पृ 
9, (४) 2 (5४) के तर (४०) जा हि 
2... 
(७) श्््ण (७४) #४---8. 
98... (३) 6% ; ०-७ या न-0% |४४---3 
(४४) 8४; ४-ै- ज्ढ या -+-++89; ्न्जू 
9 3 
4... (४) 4 67---6 अ 


४४) -. या -- 
(६5) न न 


(४8) 2#४--६ णा--4क नं (४०) 7-+-## या #प्-: 
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(४), (७), (४९), (१४४), (७४४), (४), (४४४), (०70), (४४७) 

(० +2 +9).. (8) (#-)(०--४). (७) (७ +०(७ -2) 
(४४) (४ --5)(४ --2) (०४) (2४--8)( ४-१) (४९४) (38% --2) (४ -2) 
28-86) (88--) (७४) (& -- 2)(88---8) (#॥88) (8%--4)% 


ह्डे 
हर 


पृष्ठ 28] 


) 


७ + 8)... () बा) ७-9)... (&) (७ -+- ०) (४ 
०-3) 


(४ +- १) ध्ड 
(४) (#--4)(» -+- 2) (०) (28 न 5) (४ -+-). (०४) (88---2) [9-8 
(५-८) (80 --> 2) (४) (8/--5) (4४ +- 3) (४०) (४-9) ([ ४-5) 
(४) (2४४--४)(06#--.7) (४५) (38--) (४--») (०9४) (#---8 ([ ४--2]) 
) ) (7४--१) (४४७) (8--४) (7--७ (४०) (8४--5) 
पृष्ठ 288 
. 7. (0) (8,--8) (धं) (श) (१४४) (-5] ु (४) [7,--) शे 
(०) (--%,--9) (९४) $ (४४१) 9 (४४४) (3, 8) 
७) (7, -+) (०) [कर | (०) ४ (हे) $ 


2, (४) कोई हल नहीं. (४) 9 (४8) -- बा (४2) कोई हल 
त्तहीं । 


पृष्ठ 280 
४) (४: ॥ दर क *<9) (४8) (& : +-- ) € ४ «<3) 
(४80) (४: --2< » <8] 
०) --,4 के बीच की सभी परिमेय संझ्याएँ छोड़कर शेष सभी परिमेय संख्याएँ 
०) |2, 2 भ्रौर इतके बीच की सभी परिमेय संख्यात्रों को छोड़कर शेष सभी संख्याएँ 
५४) | 2 
|. क | 

(१४४) 4 और # के बीच की सभी परिमेय संख्याए' छोड़कर शेष सभी परिमेय संख्याएँ । 
(एक) (शि:नीइछ< 4) (४) (४ :-- $< ४<< है। 

(०) (४: १<% ८ है) (४४) [४ :-- 2<:&<<4). 

(४0) संख्याश्रों --8, 6 श्रौर उतके बीच की सभी परिसेय संझयाप्रों को छोड़कर शेष सभी 

परिमेय संख्याए । 


($ 
| 


उत्त रमाला है38 


पृष्ठ 20---292 
(0) 7 67 8 [हक था| (8 औड+८ 
(4) आधार : 4 या 6 से० मी० ऊँचाई : 6 या 4 से० मी० 
(8) 5 से० मी०, 7 से० मी० (6) 2 मीटर, 7३ मीटर । 


सिहावलोकन प्रश्नावली : पृष्ठ 202--293 


3, (७), (४०), (०४)- 
(४४) (»+-3)(»--०) (४०) (£४--5)(8४--8) (७४) (7४--4)(४--५) 
2. (४) [--2,--0) (58) [ -*5| (88) (--2,शे 


8 


(+०) हक ञ् (णे 0 जे क्‍ (भ) $ 
(४४) | । (९७) $ (४४) (5) 
8. (४) 4,--4 (४) कोई हल वहीं (४६४) कोई हल नहीं (४) 8. 
4, (४) (४--०--) (४--०--2) (४४) (2४--७०) (%४-|- 80--4) 
(४४) (2४--8०) (2४--38०--*) (०) (2४--०७--॥) (४--4%--4) 
(5) लंबाई : 6 से०्मी०, चौड़ाई : 4 से० मी०, वर्ग की भ्रुजा : 8 से०मी० 
(6) श्राधार 5 या 7 से०्मी०, ऊँचाई : 7 या 48 से० मी० 
(7) 37, 8, 39 (8) 9, 8 (9) 78 घंटे. (0) एक. घंटा । 


परिशिष्द 


पृष्ठ 298 
, (४) 28 (४४) 8592 (४४) 840 (४०) 2588 
(७) 727५ (०४) 2400 (०४) 242786 (०४४४) 40822 
(४४8) 95856. 
) (00)), (४) (83025) (४४) (१077): (४०) (89): 
) (88440) (०४) (44+86);. (०४) (0584) (०४४४) (008846 )॥ 
(४४) (9980),, (४) (8289),,. 


2, 


38, (४) (700030). (४) (४40) (४४४) (88) (४) (60), 
(०) (57) (७४) (2097),५ (७४) (28679),,.. (७४४) (00), 
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फएलिए शगाविष्प तिछान 
कलिताएा तिशुविष्दालशु 


मल कुि.। पछिश 
4ऐे छाडी फश कठकनुनि एजाए एाएं गत जख़णुरछ। डे गब्ठवान लि गाया विश्णुत्त एकच्छु 


हव कया शबुदहू। पअन्ठवान नित्र सभी एछाग्मात नछइच्प शझ बाव, एठायाे छएन्‍्मण ऋझए भाए, 
एठवात लि अधय विष्णु किशुछ झूठ बाहव, जल एना अध्ततन्ध एठाग्ाव किए छावगाएहिल्‍छा शाकरउछ 
गाव, छावाव जाछउ थातव। डरीए़तन्न छ्ैपाश्यपांगे एमश : 

णाशि णाग्राव्न निफव मणरन्‍्स छनतवव काटए उला अषछब्म कुसि। -- - कु 


शाग्ि शिफय जगा एश छात्र लक खिल रूसि, ठाव झा राज 
कंदाए नछूए कलि| पा की 
छेनवल उशे मी गब्ठत्याव एशा्गाए एठाग्राव एज एवणी आाशाजा णर्शी९ रे प्रति फ्रांस 
छा एछाग्माव बहुन्म वा छाल लाजाव आत्श दणी एशन इमऐे एछाग्रातक रसशटछ शव। शप्रि 
एग्रि एशव काएछ शिएतत अष्ता्स तलाहे झुढुछ लाश जॉशनरव छऊगा काछ ठरुवया एज एवणी 
गशनप करत, छान छ्षि!थं? उस छू लगाशु 'का दक गिर्वाछन कछझूय। शम्ति विनयीएो दश, 
छईन एशि 'ह-3व उतलनाणशु 'श' एक सिर्वाक्रर करए्व। 
अंग्रन शा भाएय रश एूम्ि के ७ थ ऋणेत्करें बन कृक्झ। जे छवझाशु जडशे पाट्रिव 
शएश दशक पटल श़कुछ टणी छाल चाजएछ टर्मान्नेफरे झाज एमवा शमति अश्रम झुशु एश एुऐ फिट 
प्रशएनम कवछ छाईन एगॉि एूही झग छलरछन्म कयछ, एमाह्रिठ मान शाछ। 
ऐलान ग्रष्ठवातनि ५।गशात् बएन्‍प छाग्रकनछुकू एकन्‍्म्ु का, जाव निएछव अन्छगानलि 
एछाग्रान्न णन्ड्न[छितक एकन्मु कटव अर्छिएं, एशग्रम, 


णाभधि एकाप्ला किछएए वार्श शत गुघएु अरफ्ि । बज कर 
ए्छाएमा अछाशु वक्ष-छा रुवटछ एजएल छशू छशु कटय। ५४३ श्र 


--- थे 


थे मत ग्रष्ठावाव एज एठाग्माव एनछुणिक अझिकाएव वाह्ष- रुए्व एमशेशें एठाशाव 
एव एफ्थरत झएव। 

शप्रि ऋश शशु एढाट्या किछट॒ुछ सार्श झल छगि ग्रशाए *ए जडशें एन छणिडति, अछाशू 
वह्षःछा कस्फ बुक झुज़ झूव कया छानछ़ू[छित छुलगाशृ ए्वणी जुष्णाणा छाशन एूझि जशे मय 
एस क' एक पछ्लिदिल् कज़ाव। 

गरमति 'श' 3 खाल एनछछिएि एठाग्मात एज ते 3 गाए एन छ,.णिरिव एप एट्णी 
बाण काल शाम कनज्न छाशल एज शा एक छिरूए कटज़ा। 

अग्रस शएत बात रश रएि तक्कतारे एएाशान पगछ एिक ठाछ कतार एशन एठाशाए एड 


एज छाव मरर्िति गरश एानारि एठाग्राव एज प्वणी शण्याणा। 
पक या 


शत्यत् बाण 


भ 


अश/ें मर्कि ग्रन्ठट्गाव एकानात्िल आएशरे शप्ति एठाग्माव छत छलछिय ग्रिन था शशू, 
छारएम एछाग्राटर एछव दलशर७ झऋएत उशे सहित आशा कुश झशनछ ए्याँ एटलशारुए छातत एणछाग्राउ 
एज टवनी आशा स्मशेफ्लिक छिएए कटवा। 


अरे वकुश एाए़ाशु एजाज़ायू गाढा नत्वव भुष्फाशु एएछशा छाएश। ए्काफाव जरा 
वाढा आऋयादशान किशु बएु उबर उशे मत वाढा एथक उकशिक ट्यटइ गाछ रशाए एठाग्राव 
शइनमत्णनएक एशवा एछागशाव एब छणिए्क गठऐा अच्छढ् मझिक्छाएव ठठ़ाझु& रर व| 


थुछि ए्छाएा वात्कत सबक छान छिएक के छ थ ग्रूछ्रिए जाएश। 'क छा! उस 
एएशा एशहि एठाग्राव बा ऋषशाजा झट छाव छायिनात्ण उरी झुछ् एढक। 


शशा - (6) जथवा (थ) 
अणिएि एशलरे एठाग्राज् छिश्शठणाशाव वर्हगान कातलस नष्न्ण छाछइन्प उतर 
पन छ,छित छत छिछि काल झएत| कि लढठग् रछ्शा ऐेफिए उस गावदाणिएत छिए« एकहव जा, 
एनना एछाग्माव फेछय छुन जअ् वन किछ एगे। 


एठाशाव शुरु छिश्ल नि एठग्राव गाहिलए अवश्चप एजवशन्‍्म उतर एठाग्माव 
पन छछितालाएक वर्वनगा कदतत ग्रात। 

तिक्ि-ए शणु गिछ एश, एछ,गि छत त्ठाशाय बन छथइन्म कित प्रुक छातद 
पछ्िदि-5छ कराश। 

एठाशाव बश्च्म[णलइनम|णन,छ,छि| >ग_लियव अडिक छिछिएठ छगि'का ७ था उस 
गएथा टश एकाटया उ्त्ित छाण्िनाएण युद्ध जैक झाछ। 


श्िएगाँए छान काव बए़ु, था व न्त फिन्म कल वहह्य ना७छ । था तला 
भय एावन्न बृष्छाशु शातव जा। 
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१॥ 
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80[ 


णजाशाव लन्‍्य वा एल्लवियाशु नएुटल णाग्र ठा८एव आशश कूता बशन्‍्म कलि। 


णशामि एश दृकाहशा रण काणसि जा एकय, एा छझात्रे अल्ौन्ठकुवत॒न॑ कुसाल 
एछषघण्ो कलि। 


& ७ ७ व] 


जाति (श्यन विशुसु छाज्ुरी एअअत लिशश शशन सश्जनगे कि रतवछम 
छा 4 एज एपएथशरठ छामग्रि अछपमत कशि। « 


अंक प्याज सए्ने उसकृश शफु किछ कला छामि अछन्‍म रुसि। 


शशि एश एराटया एलशाव का कसि जा एढसय छा सवज त्वाश्टात्या, 
धसिफ़्नर विष्णु गिवपसश रत जे जाओ नछनप कलि।. .,-« 


छशादि एकातगा छझाक चीटछ, एलगाश जा रकाप्या द्विजश्जीकतानंव एफथज अकणय 
छठानछ होकर जगालि- रछणशा बनएनन्‍प कूति।| ०३४ 


शिशु वर्ग वा रकाटया डेद्मतवल छन्म अश्याप्वटण धाद्रि पवन शक्िपफोएं 
७ द्शाशन्वन कण एएव॑ाफरडरि। ८१7० 
णागि उकझे ग्रश्ष ऐनश्ाम वा साऐक इलशा बछनछ कणि। ४ - « 

हशाशि एशशणग््ती छाश, फिक रठग्रशिडाटल छामरए रशटछए लाश बछूपण झाति! 


पाग्ि उकऐी एत॒बव कछिय राज़ कूणाए अग्यर्श झजणुहि जे वन बनाया 


अंश काति। न म्यिस 

छउगगाग अग्याशान झूतएए शिशणिद् पशाशु शाशु उठरुश अद्यझ्गा ७ श्ौर्सौज 
अग्याशान कुकझएछ अत कातजि] ह2०८४ 4028 

णाशि छहाटसाल सिम लासन छ छाशाल सिकऐ झकलत लुणाथिए्त एश 
छझाछवन छा कतए छालवाओि 5:४8 कम 


छाग्राल ऐफगसन्पिय एलाजसाग्रछाशु ला छाशाव जुश्दिय किछ, नए,वएू ७ 

नाॉतविवर्धय छाअक जांगे णाग्रि झारें। ०० हज 
एाग्रि शप्ति शग झति एश णाशाल अवफनया स््वन सिश्वदश् एकान छान 

किए, कातएडन छठा'शतल णाग्रे ठा उतौटरव वलटठ छानवाजि। *«« 
छाद्रि रश स््गग राज़ अजुश्व लि गा इन, छा एवग बअज्लिकन्थगा कटय छ 

थे शान ने छल टन हु छिशु कवए बषछ्त कवि।  ' *+* 

छामि सिः्मगरटप्रयप्छलाएएगाग्रावी मिश रझछवाजा खज़ुझाशिफ 

पाजउवलाए लड़ने छवि. 7 "5 न «० 


णागि शशन ट्ान जानअग्रात्टाण शाझें उन णाशात्क अवाईं एफश्चुक ७ 
छाद्याव एछशया सिरशु णाएलाछना कश_क - थगे णागि बछन्क करे ०० 


एहाशि झअशनल थे शटमय जीतनी वबएुएउ छानवातिा। ब्डड ४४% 
एम अत नय्विछिफित अनतान नणिकछातव णाग्रि ताज कणि आए अवाएे 


शृछाणा कटज़ एम अव लविडिएति णाग्रि वर्जन कवच अशइनर कूणि। ०५० 
जागि शशल लुशछव जौवनो नएुएउ छडालवाजि। द््ल्ये 0३ 


छाग्रि एकान छाक जौएठ, एइलणाशु शा प्कान विप्शशौकवतनव एफ्ज अक्णन 

छछा-5 श्ीकुछ लाहि+ रछणशा अश-र कणि। ३ « ०५५ 

एश एक्मस काण गत कवाल णाएज शात्मि अपेए्क बृशिशु ७ 

भलिकुन्लनाशाफिक कवाए शइन्म रज्ञि। ९ « "० * 
शंट्त्नव 


8५। एाशि एश अल तिशरश णालुदशी इस अत विश्वदश गशशुदुशजने कि एव एाएछन 


छा थृरँण लाल कलाछत नछन्‍म कसि। -* 
शपि छाग्राश्ग एकाशाणछ छ़श्य कलटछ झुणु, णाओिे णाएग एशटकरें अब किछु 
शखिक न्थणा कायल एशतऊ बछन्‍प्र कसि।| +5७ 

४७० णाग्रि दश एकान काछझझे कयि जा एक्स, छा दणश कतार अछन्‍प कावि। 


एणाणि एणाग्राव एफ्टकूल फेल पफजकाली फिशिश्षलनलि आाफजिटएशएु नुछिशु वाशएठ 
अषछ-प कलि। ६ ७» 





कक झछा खा कु 
७ न. ० श्र 
9. कक» कु 

० श 


»88। (श अब टलाशाउंट्रकूत ७ णाखूठ आएगा छाशाण जौवलटयग शाह रजटछ, एल अल 


एादशि छागाह्णल शरासट्रफ अछल्‍प कलि। न ०» 





एाम्रि भाफिए्य-जुछिशणु ७छ शशा निफिक झगशु सश्ए बएनम कसि। »« शे 
४०७। एाणग्रमि कि कवाया जा काया छाए छ्णमाए्णव शठाश एसछशृा अछनन्‍म कुसलि ज्रा।-- क 

णाओि शाशाव एफक्तल फेलश छवकायी फिमिशलूलि आाऊफिस्य बूृह्िटणु वाशएठ 

छानलाभमि | श्र 
४७ एणालणा एश छातत काज़ कल उछाण एरणु जादमि छानडात्व काफ ककाछठ 

अछरप कशि। * ००» कक 

विदशु जाएी था रस्पट्या ऐेल्मटवल फसमणशाद्यटज एण्ागि एज शमे ऊेसे ७ 

एशाजबजन्श कवा लक कक्षि। ३२.४ शृ 
8१। एाधि शुछ॒लिए शिशुर रशश)ण छलाए अछ्नच्दय कलि जवर टश अग्रकु काफ काला 

शझाशतल बुवुजसटरव आर विसिमम्य5छ सशु एम अश्वकछ काऊ कक्षा फ्राशि बक्वन्ण 

कथि ग्या। ५5० 8 «०» के 

एाशि छ्ाग्राल कीछिंकलातनल कशा सटल एतफाएए छालवाओ। ४०४७  अ्चो 
४७। एादतश्यि णाशाल ऐदौवसऐ्ोत्क अग्रगडाटहल अशिमार झरूक्‍लरु5त छाणशे शार णजागाल 

अखसिकन्थगानलियव शव उक्ठो वचिवर्धय भा शिएुरें जीगगणाटक शमनझछाहथ 

नजिछालनया कला शाशु। बन »«०«० क 

एश भव सवाग्रषछकव ७ 5.32 बछया छणाशावणीवटन छठे हाएछ, एस अब एछाग्रि 

छानामव जल अछ-ण कि कि 25 / 
४०७। एथ अत जशे ७ गाएणेक एोसय जातवरामव शाकाणा, एअ अल ले ७छ गा 

अएटठ एाग्ि डालवाजझ़ि। न * कु 

णामि शश्षत एकाग एल शाकि, अवाशे जाद्याव फिएरू पफूृण्णि फिक - जऐ 

णाशि छारे। ५७.६ »-«» श 
२0। कर्तीयाछिशएत छाधगि अग्रात्माछघवा कल छालनाओअि। -०* के 

'वागि अश्रमझवरैल यावशाल कलाए बछ-छ कसि एश जुलित शाटन दलाटहला शाशुबझे 
ऊानय मा «-« श 
_३४४। रश अत कात्ण छ्प्णव ग्रए0छ शरशको पफुछा ७ एरष्णाव पवकाल शुझछु, दम अब 

काए कवलाए शात्रि लए कज्ि। ० न» रे 

जाति एध छाए तामरछ एशटए छारे, स्म छात्व छाआ शाछएघाव बजि> 

एवय कलटठ फाहे। डे « थे 


२ | 


ध्णजा 


२8। 


२७] 


५७ 


5१।] 


>कशक। 


व) ह| 


७०। 


७५! 


0%। 


०७। 


०8| 


९ ७ 


गौत्क जाति अुष्सा कजि छौंल लश्इणा कवाऊछ७ छणाद्राव छान लाएज। 


छामि शा कुच्ाछ फाशे छाएए ख्ट्जित्क अध्तृर्गन लायीन वन एछमुछझव कल 


छाल साएना। 


णाओि हाग्राल छिठि, तिल ७ छ्माश काजफनज अकागे निर्मिणरे निदृत्य 
शाहेटल आएफिटएू अुछिटश लाथर5 नछनण कलि। -«+« 


+ छ रू कक 
9 * न्‍्च 
७ $ + ७० ७७ क्र 


जादगि कि कुयाश ना कलशा छाए छशए्णव शअछाग्र० टमछशा वन कसि ज्रा।७«०» अर 
जाधि एलाट्कटप्तव अग्मययण अत अब्य कवठाछ छाएशे स्यभृत्ताव शव एफपवाव माशणा 


काप्वक्ध एसे। ६2०४ ४5:०४ ४74 के 
कर्तीयवाजफिहरटल णाशि अशहलाऊशा कह छालवाशि]......._रररय्य्य्य्यआ्आथझथझ ६:६६: च्श 
जागि उएछ फेलखफिए शटश बन एश फजिमिश्व नस डर ए्त्क रछझलटए डशेन्छ काल] -  «»- के 
हादि फाए-फाशिएतु छ यायावाशकएछा उफिश छलाऊ बअडच्प कलि].._.|| ***८**८*८*- श्चृ 
एप अश्यषछ कात्ज छाम्ि शा पिशे इमअुलिएठ आझला छर्जन कवर5 छाशें। --०-००-०*० के 
जाग्रि गएुन नएून लनन्‍्सूषूु कब छालवाजि। »०«......//<रय| -६६*«६«६*६*«६*: श्र 


जाभि फायाव सिरर्णण वानय ७ पघाणाव सिक़े अकटलय जुझाणिए एश छझाउवन 


छा कलर छालवाशशजि। 


छाथि छाय्याव वन्य टाल आह निविफ अमष्नर्क शजाशु वाथटए छालवाति। ४ कक कप 
(कान एलश्ाव काफ शत फिल छागि एा अश्किाकाटल बजिष्छन्‍नछातय 
आअुछिशय कलछ छालवाशि। नह # अप 502 कु 
लन्‍्शुष्ु कयाव झूटमाज एलतलरें जाति ठा कल रफुलि। * श 
विएश वाफी ला दकाएया फेष्शत्वल छक्मग्रात्वदश छात्ि तल शकि-शासे ७ 
एशाजनन्ल कवा अशकय कसि। वि 0 ५५० कक 
छामि वन्‍्शु्स सिकऐ_ छिझि एलशा लक कलि। . «|| ६६ *६*::*: श्षु 
छाधि एशग्रनाँफि छारे, फिक एठग्रश्िडाटव जामए एशए वाया बछन्‍छ कशि। ०» 5५» «»*+« के 
याद्याल गिककल ए्यान किछुत फण फिएुछ गरर्ति वन्चुदान्यूव व आत्य छला 
भृहच्प काश कर श् 
रृश अशस्‍ब्ल सौंथा ७ अग्रमा ऐ्नाए्णय नदफ अग्रासान कया तवण बढ, एम अब 
हाजि अग्राशाम कवटफए अछचन्‍म कसि। पर 3८ गा टी 225 प्र 
एकफ़े छाझ्ारल कि कूचल ला भा कलन एइभऐ_ लय पिला शश, एस एन दृठानकिछ कफ 

ऊकायू एॉमिशुरे ठाव विछाय कया बहस कवि ...***<|<|य| “औऔ<६अ+_(+*४***'* श्र 
देश झवब टलाटकटपल प्ागि आष्या कसि उौदमल एमए एइशान एनछक्षा छप्नि 
अछन्प कलि। मी 45, ४0३ न न्कु 
तिछिलय अग्रम्ाव अब्युशीय झशएल छाग्राल वन्‍्चुज़ा किवकणश स्वाथ कटत छा 
जाधि : “चुद्गए0 छाहे। मिट 7 0ज० 8 ३9 6. कट 8 . शव 
जागि झाफिटश शूछिश ७ आधथागिमिषणे अशरयु एरशाए लहर कखि।. **८*:८-* ६4॥ 
ज्रागधि फर्नाएएव छाहुवन चुकर0फ छ विष्लश॒न कज्छठ उानवाणशि। मर शक मे शु 
जागि अपन अब फिनिए्शल कशा वन्० छझाझें एश्जुनिएए विक्रफ्वछा ७ हाएृएएव 
छार्म णारशड। की शक सह, |. क., 7 #॥ ७0७ + ++++ ट्ररा 
एागथि गिर्छलटक्कत एक्ा काव७छ नथिकिछिएत एफल सश्हन कि वंकृग्र त्ताश् 
कथछाग्र छा' कला कक्षा अहुन्छ कलि। बए७,२७६ ६ ४88 ह<4 है 
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शांग्ि शा कछऋए 


न 6 


अकागे गिर्भिष्ठे ललिकिएछिए छागा एाशय जाद़िं- कि यकश एताथ काल एा 
एणाश्ि छालवाशि। 


शअशाव्ठ फ़ण॑ कुकाछ 


9 कक 9 + ० 
छा 


एग अब काए्ण ऐएगाए्एव शर5 झाश्षष्छे मशछा छ रछघरेव प्रलकाल झरुशु, एस असल 
शकाफ कवाए पाशि बछचप काव। न «५ 


शश्षय् णात्रि गार्शशालव अध्युधीस शशे, एाशायव सनन्‍्युवा 


यश शाद्रि छाझशे। 


प्राग्माटरू फेद्माश पिक - 


6 ७ ++ 9 


एकाश किछुत बलिकल्लशगा कुताज़ अग्मश जाति छाएएव शठाशए अुश्त रुसि 


शात्मय ग्रछाश्र0व फेनल णाण्राव शतशष्ऐं ग्राष्श णाएछ। 


जाशात उन्युवा छाद्राव शुति मरशु शफेक - उछ्ी णात्रि छाशें। 4 0०५४ 


णाणि णाशानत् जौव्यऐोए अग्रगडात्व अविशाकछ कुछ 
शीविकम्भगानलिय शव उठी नि 


शवनिठालया कया शाज्ञा। 
जाग्राव शबग प्रमुश कल, छाग्राल उन्‍्सुवा णाशाव छा सु छगूछव कलुक -- 


3ऐ9॥ग णशाद्ि छाशे। 


एशाहि शश्स्य फान शाकि, अवाएशे एाग्राव शुछ्ि 


छारशे शाट८ह झागरात 


शा शिशु जीवलनणैेएक सअष्छाू* 


प्ण्छि प्रिक - जि णाशि फाशे।-«» 


प्राग्ि ग्राश5 इजनाशुद्ि था एश्चझछ शणछुह्ति वश उवडशयू आशाव जन्सूवा 


ऐेष्माशडटव भूत ८छयप लानवाझा रछशाक 
एश अब अश्विझिछिएफ 


4छ्ी शात्ि वछनच्झ कूणसि। 
अतासननतिकछाएव छाग्रि का कसलि जे अगाशे लाना 


कल इञझ अब लॉथिश्िएि ज्ाशि वर्जाग कलए अछन्‍छए कूसि। न 2३0 


शत एाजाव शक्रशछणाज़ शावाश शाएक 


ए्मशाक ७ ज्राग्मात्क ऐेएफुनल 


णाद्ि ऐेलछ ऊटलल फेबशाम किया खाक लिशटठ 
शशग राग कंशणियिफ 


जाशाव कनच्यचुवा जाशवत्र जा भरानुए्फि 


जाल एछघणग कक - उज्ी णागि छाशे।. ---«--« 


निशुद्ध: था सिर्वाछन कया इफेक- जे णाणशि झादे। 


शशय णाशि एल थाकि, समतलल छलिश्वा<र 


ए्एुपु छिक - आए णामि फाशे। 


री ] 


छाडे। न 5 
प्ाग्रि काऊ कलि, णाशाए्क कंशिप्िव एछशावशान टिमाहल 


4 9७ ०० ७ 


कार्शञृछी निरईशु प्राशि शा प्रणा ए्कफे 


4 + ० ० ७ 


एपगा कायछ काजकर्श एस्ायकी ७ नयिठालना कयाल झुणशान एननरे 
पात्रि छा काय शाकि। 


एणाशि छाग्राल छिडिवस 


शारेल माजिएु अुछिश साथ बडुन्‍्त कूसि। 


एश अल ऋशफरेशस छ पालनत आर णएाश्ि ऊऐिए सइसनलिएए 


बछ्च्य कलि।| 


छणाडदि स्लात्कटए्लस उशयञजव लुशु कक फाझे दृश्य 


त्गडे। 


तिल ७ एग्ाज़ा काजज-वज उके सिर्मिंण्फे शिशुतण 


#. *$ #& कक + 


एागाला छाटमव काकर्श कि छाटनव कलाव छाह्णव णाग्रि छठा' लाल फिए छारे। 


कक 


हि 


श् ं 





8५] 


जाग्रि माफःप्तशितु छ वाशावायकछठा अपफिटशु छनटए बछुम कलि].... ++*६-* 


उर्क-विछर्क छ ला लफा-विवाप ग्िट्रेयाप्रे कलाल जमा एाटगाया पाग्रातक छाकक -- 


०ऐ० ये जाशि छहारे। 


कक 


अटलल नगाणयू। 


4 ! 


8७। णाम्मि एकात्ना छाझूवीएए, इवनगाशु जा सकाएया विए्शशीकतवव दफ़्त अकछणान 
एठा-् शीकृठ वाछि- रछशा अहन्ण कखि। * *** के 
प्काटया का छथछ्मात्य छुल कवटल णिप्जत्क णाग्ाव पववासी वटल आन शक « « थृ 

84॥ णात्रि गशनुचुशरणव ऐीवणी बजट छालवाजि। 


मि कक 
शुप्ति उग्मण एकाहया काछ कूखि शा श्ाद्राय ऋुए उन उाव जगा 
एहाश शौकात फुणा ऐेछिए साल झआऋटय झुखि। १2 अप शु 
8फ%॥. णाग्रि रइश हान काज़ अपन कूसि गा रठणग, छा टतण नवलेकन्लगा रकएय ७ 
शुआनुनु आल अुछ्िशणु कवए लछ-ए कसि। नि मम तु 
त्कान सगानाटत छुल शएल एटगाव फेवव एमाश् सा छालिटश शिएजएक एलाश्राएवाल 
कथाएं एज: शझाण कूणखि। कप पल थ 


89॥।  एणाजि जशग अब अप्य सावशाल कलुफए अशछब्प कुलि एशअआूुलित जाग इलाइकूला 
भाएगरे जादय गा। ८74 


_ ० + ०५०३ 


पाग्मि एणगराएएव छुलनाशू शाशु अब जगानादवशे शिएकक दीम वल शटन कलि। «०० थ 


5७6]॥. कछीयाएिरशय एछातगत्रि अग्रानाक्रया कथ॒टछ डालवाशश्ण। 550५7 "कै ४-४ के 
जझामि शाट्एतटक शादग्राव ए्छाशु छाल लाल झऋहय कथ्रितातमव आग्रटय खिएत्क 
मियीझ वन शऋहन शणशु] वो हज आओ 
58। . ऐएाशि दरश काहफणडे शात पिशे भा एकश छा दृतण ग्रझशान पिएयू का अशनफ कंसि। >क 
पाग्राव एटणू फवशकुछ कम छाजावान सात्कणल छात्रि आशझा कुछ छाहे। « «| &- थे 
6४॥ . जाति इृश अत विषतश णानुरी ट्म अब विशरश गशानुतुश्ब॒नन कि एड्वएश्स 


छा थू्त एमथए एग्मि बछन्ण कूखि। पड 435 «० 

घाग्रि प्राशव सन्युए्रव अधज् अप्शु शाबशातव कया बइन कसि। ७.०४ ०० थ 
6७।. बल- काएण शा एपछ७शात छाप्न छा कि छात्व कद शणवछठाव बविकत्लना 

झाशि कात शिशे। शठि 4:32: न तक 

हार णात्रात सनन्‍्सुवानयवणणनु/किछुडो लश्नाएछिएू एक्ाएगा सश्न्‍क कल] 5 ६ श् 
68॥ एश अग एवाग्राश्कष्व ७ छा शफ्तेगा प्राशातव जीवन आए सत्ञएछ, एम भव णाग्रि 

प्रणाटदल ललद0 लछ*ए कंथि। न न की कु 

पाग्मात्क णाद्राल लन्‍्शुवा विशाभ कयुक छ छाएलव अगला बर प्रमुविथाय कशा 

चबलक - 4ए णाशि छाहें। 5 2५ ०३5 श 
दढा एाश्ि एकाए्य विश्वशू (छावि छा शुकाज कूद॒ुए अहन्म करथें। हे ३ 


रस्कर्या जन्य राय अशश एणाशात एकीन वाजाएव छाशाए छिल एाजञ्ि छाए्क 

फशा कठाए लवण कूथि। न *्न्ण्० श्र 
56७॥ एयाणा रश छात्व क्राझ खटय: छाज़् छाश-छूनडाटव णाशि का कला लह्न्प कंन्नि। तक 

प्रागि मएंग ७ एावज़़िप्ठित एर्केसछायाश् इथचए छानवाजि। ५० - श्ष 
०१! छाजि शछनिए गिशुग्य र॒शटन छलतलए अचल कणखि उवर एश अग्रक कछ्षचि कंता पाशयव 

बुवुजनदमव शटछ पविशसिमभ्यठ एल पुझमपा कऊ काण कवज़्ा णाशि अन्त कसलि भा ««-« हि 


छाझि मऊठय मसठनय झछाजारणल हलाशाकर्राआक छ नूछन अज्ञनव जाएाफ छेन्साह्झ 
झाण अुदेग काठ नश्ूम कलि।| 2८ हा 


नवणय बाएणा--- 


स्ज्जंट5 हु न 5 





6७॥. दश रकान काज़ शूत्‌ झजाल एात्त ण्रागि अछेए्त अुडिशय ७ बजिकलनाशशिक 

कतए अत कंलि| >«०४ **» * «५७ कु 

छायि छत कृत एऋथणे एमश्र5 छाशे। + ७ २४२५६ श्र 
६७ एामि एशव (दम उगमशारत्ण शाशे छशन एाशात्क झवाशे एमशूक ७छ पाशाव 

एाणण सिपू णपलाछगा कुबुक - अछ् णाति झाहे। शेड न कु 

कद शुव एऋणज़ वििनन णाइनाए णाशि शाज कल छारे। न५- शृ 
७0। एांयि कि कएना शा ककया छादछ एशार्सत गठाशछ दृणछशा बलछचन्म कुखलि जा। -« कक 

णयाझि। विछिल्य शफुन काज़ कलट छाएे। ५5० न 5०० शृ 
७४।. प्रादि उफ्णो इतने गरूकाज छाएताफातल करयह्ठलि - अड्ी! वनटछ फाईखे। न न क कृ 

रएश सारे शा फिऐशे जगा एस छा काफ़ाल वविशुश अश्काएटल कवच छाणशे। - - . - शृ 
७४. एम वाय आज कावे एश वाशाव रफ़्ला एवण उरुणो छान काज कटतएछ 

छुषण हए एॉ बन ससजे वहल फिए अष्ठन्म कंझ्ि। री नल, कु 

छणम फाज्स शत एूछशाव छाए एश काजणे पणात्रि शुसु कल फिएुडि 

छा एणघ फझता अष्त-प कॉलि| ४४ ४:४४ श 
७७।. शा पाण्याणु एझाग्राछ छान कवाए झुशु, छागि फजाउज एथटकर्र अब किशु 

बीत ल्वया वटए रशटए नछन्‍प कंलि। 5, बनकर कक 

दतकानयौ गा जा अश्यझा सशायाग कह जा जाजवा बर्झा-ए छाद्रि छाटठ 

हलालञ पाफि। जप 4:2/%6: 5 शृ 
७8।. णाग्रे गज गध्य सात्ज शछ फिशे बुसु अं एमशवाल छाम्रा ए॒श काजल 

शुद्धाव एगार्णय छऐेलव कि लकश। ४०६ 4००४: कु 

एाश काऊ फ़. छाए कंचटऊ शरटव किसया रकागा अधमा किछातय अशाशातन 

कापए रेल छाव एकाय!। बथ ऑण भा एलछ एाग्रि फाएक एज शाकि। -«««« शा 
७७. दृश झश्छछ क्ाओ कता एगाए्णव आए सिशथिअ््यए नशु सम अगद्यक् काछण कया 

एाएगि बछए झाय। ५! ५28 «०३:३४ तक 

मिर्विशुणयाणश फाणशएनशएुलण काज कजा णात्े बछछ कलि। | ६० ३त श्र 
७७॥. उरुएे माज काएे उतकग्मय लए किक कथा णादि वछुम कजि। ० 

का (न्वीए खा 

एज्पपण छा्णा अग्रम अब रशऋशणव, झुक बकल जाडि वतन कथि। * ०४ श्र 

७१॥ शाटक छादि आअुश्शा कलि फॉयथ बुबणा कहाछठछ य्राग्राज डाल लाएज। ०००० कक 
जलकर ) 

पागाव (छशारा ७ मुज्ण एवण छाप्ना& आिकान तााबकलका वर्ेयकश गठाश७ एलाशन 

दउक - यार छातग्रि छाशी। -«- ०३५ 2200: श्र 
७७॥ णाप्रि तागाझ एफऊऋल फऐलल पनकारी जिनिषरतुनि आफिटु चुछश्टिणु वाथटठ 

छानगांगि। गम ' 20323 93 कु 

एएझछुप्रल शाझाणाशि प्लुप्च” चफुत्त- वश क्तलितएएए7+++ए हे उअभाए्णू बथाआ - नम 
७७। . णाधि णाग्राव जीछिकलाएस कशा बदन एयफाएंफ लछन्‍| कणि। «** ० कक 


एश क्षक शॉक-शाणेशु एशोस णात्यम्ण्मव शाथोगा तझ अब शामि-फेणाल कुणा वनर5ठ 
छ आअरतछ एम छानवातजि। ४9 ४5 कट रथ 


; नायज्ञ पक 


१७। 


१७। 


१५९। 


१७। 


१५। 


१७। 


११। 


१७। 


१० | 


छ0। 


एादि शाणावदाएत राज़ कण बनछचए एलि. कह एएगाया कि छावतला था 
छावएना छा ग्िएु गाशा शाशाता बछन्‍्प रुछि ग्रा। 


एश अब बसें ७ माएफ एोस णाहृर्ागव जाय एइञ अंश ले ७ 
गाए फुट एात्रि छानवाि। 


एश भत शाउल शत णाशाबव गठ रशाल गा, इश अब हहछठत अत एशाग्रि 
पाल»गग कल अबछच्प कूसि न» 


शश्ष्य णाशि पाल शाफि, पाल उविदय्या५ साशगफ्नी गिर्नाश ए्गा एकणे 


एमएछु फिक - जे छाशि झाहे। “कर 
ए्कफे अग्रालाछनाव काण कझूल, ताजि छाए ऊगमशरक अशाताफ़सा 
कुसाठ नछन्प कायि। न ६ ७-४ 


पातम्ि णाशान ऐीवसशैट्क 3ग्रगछाटव अवधिभाक्त ककात फछझाएे शाएतत एाशाल असिक॒ब्थगा- 
इुलिय शूत उठा बविव््य था शॉत्रिशरुरे णीवयऐएक शमग्मवंडाट्त नशिष्ठालना 
कला शाशु। हि ५३४ हर 
जाशि 35 ऐेएफिए झणश बएौि रश फिग्पतस हाफ एक एफलएठ शेन्छ काव। 
णाशरि 3 3शयञव लुग कूजात छाएे एशजुप्तलाल फेहल एपवालव झाशखा 

कागछ ए्ण हा >्०ण्क० ०७० 


रातछ अधतन्‍य णागशात किलफश आालना छा एणाएद बसा पाशि बछूपए कसि। . . « 
णाश्ि झमाएू-पाशिएु छ शाशावाशरुछा उजिएशु छलाए अप कणि। 465५ % 
शाला इवाकाबव शाठा झाझज काल छउाएएइव झशिण णा»णि शाम्िफांणें कछएठ 

उानशा्ि बा ८ 
पाशि पछाद्राव बन्युवान्यया८छल एनूए रशाछठ फाशे। ४४२४ ४ 


णात्रि रश काएशे शात पिटे भा एस छठा' जर-जाव छिशु कवाणो लछन्म कंबि। 


उकणऐ०॥ग गिर्िफोें वशिकिएिएछ एत्गम एकाशम लाडठि- कि लकश एइवासथ कल एा! 
शशायिफ्रन कल5 णाशि छानवाशि। हर ०45 
एागि उकृग्ो एजथ शदा्च- काज छाताझाटत काउछि - जग बल छाएें। 

शजुशन एाधि लार्शठाव अख्शणीय हशे, णाग्राद वन्‍ण्या णाशाए फेण्माए एिक - 

जग पाश्ि छाणे। 20०8 है हमर 
रश अग्रछर काहज़ जागि शत फिए इसजलिएए आएल एजय कूवाए छारें। ««« 
एश अब झर नल ७ फटलत भारत एणाओशि फाएिए द्यज्नलिए05 एएएछू छिए पणाशि 

अश्-म कलि। मच ग 
एागाला !शछात्व काज़ कल छाल र्छाश उातलाछडाए्व णाओ काऊं कथा अछन्‍प कुजि। 


रास शालालश उस झएन एटमाल छत रशाश था छानिएशु गिर्णए्क एणाशहलाल 


सादे एलुशु आर्य कसि। ५.५५ हि 
घटयाला अग्याशान कंवात शिग्रभेग स्थयय्य शाश् उशय अगर ७छ यौगायव अशाशास 
करूताछ वछ़नम कंणि। **+ ०5 25% 


एात्रम पगरायात लन्‍्यवान्यवरणव उसगा का कंयात छाडे। 
एकाय किछत लजिउन्शमा कला, अणशभु जाशि एल ऊॉग्रणाश5 अुश्व कॉयि शातमव 
शछाशछठव एंजल ्ाग्रात एके छाए एपारए प तह 


बज्व नाएफाए-- 


35 एफ ५» अत 


७५। छाग्रमि शिजत्क एम काजछ अशशिशिएणिएफ सरश्टल स्मशाट्य कि वकुदश ट्याश 


कलछाश छा' कया कला अछ्झ कलि। * न ०५ कु 

शश्ग शांति श्य करणलि रश ण्राशाव वलफ़्ला ए॒व॒ण उकोे छाल का कावटछ 

उठश्चग णा्रि फॉटएल इमसणओी लटल प्िएए वछ*प् कुलि। 2 हे 5 श« 
5७७। छाणशि अग्रआल अभ्युशी मे शल गाशात्र जच्यवया णछाग्राल बएि भमश,गछफिजील 

झफेक छ एाद्माटक युकृ5 एण्रो कूसक - जछ्गी एाद्रि हाझें। *्०्० कक 


एश अब सलाहकरछल णात्रि शुष्सा कणि एन एनएुए हएईन एसणश्या एाओि अछ-ए कंलि। अर 


७७) शशग एकाग कंग्रागि0 णातद्म काज कलि, णाशात कंशि्िल रछशावशान शिम्ात्त 


गिशरु- शा शिव्ठय कूवा रुफ़ेक - जे णाशि छाशे। ्ल्ड न हु] 

शशग शागि साल शाकि, झानवत छवशिश्य५ काशम्नी गिर्माश एागि झशाएा एक 

त्कणे एम प्िक - उ्ी णाणि छाडे। ४ ७०४४ श्ु 
७७। काश काएवं छूने कझान छाय छा प्राशाव गाछि वाणणया जेंछित बदल शहम कंथि। कु 

णाश्ि अबछलिए ग्रिषृगग रझरग छलुए बछचप कलि उतर एश अशषक्छ काऊझ कंगा णाशातष 

धूतुजनत्दत गठ सिशिमबश्श८ सश एअ॒ अशर काज कता णाथि बछए कलि मा। श्ु 
७७| जाशाव गशिऊल एकान किछल एज पिशुछ णाते वच्यवाबनएवलव आएश 

डिएलगशिल फला लहबन्ए के $ ० « कु 

जछू- काटज शा एम्रछशाव जात छा कि छडाटय काठ झट छाव निकलना 

एाशि कल सिझे सी हक ४ ४ श्ु 
७१॥। विछिन्य भअशमझाव अध्णशौणग झल णाणालव सन्सुता कि लकश दवाश कटल 

छा एाशज्ि युवाए5 छादझ। २2 ७:४६ ४.2 ध्य 

शप्ति णाग्राल एढाशाछ छग्मग कताए झुशु, णात्रि जात एशकंरे अल कक्ष 

अजित ल्लगा काय एशए बछ*ण कलि। ६७75 * ०० ञ् 
७७ छाग्रात लन्‍्सया ऐागाव लृति अपशु इफेक - जछ्लो णागि छाएें। «3: कक 

एश एकान का जय कंजाव णाएज णाणशि उश्ेतक अछिश छ लखिकन्वगागणाणशिक 

कया वन्य काजि। 5.8: 5 205 शृ 


७७। एटगाजगा णाग्रातक एगएा लहल ग्ानसुक - जे णाशि छाहे। * «० «० 


पाट्मि एणाशालव छिठिलल, विल छ्णाशा काजण-लज़ अकणे निर्फिष्फे शिशु 
शाशेल शाफिएश नशिश सारा लह्चन्ण कुलि न थ् 


००॥। एश ए्रःअ-कूण्प्रे जाग्ारक एडान कतठ झाशटछ छा झतिल रछटशणु णाग्राल ग्व्लरें 
कवछ एलमी। कील & कक 


जाशि णाग्राव जीवसणित्क अशगछाए्न झूतविनाक का छाशे शाप णादग्राल 
नशिकलनानुलिय भूत उकठ्ा बसिवर्शन था शॉतम्यरएे जीवसए्ोप्क ग्रझुनंडाएय 


नंथिछालणशा कला शाशु।] 4५४7 ४.०० श्ृ 
»७। पएागश्रि छाग्राव लन्सुएय आऋछ सिविए अम्लर्क वजाशु लाशएफ डालवागि। *+« 

णागि उद्ययमव फिमसिश्षल कशा जल फाहे, एश नलिएछठ विछक्रेनंछा ७ छझाएएशएीसव 

छान छाए! जनक ३५ ६ श्ृ 
>3४९।  गााग्रि णाग्राव लनन्‍्यूपत साजछिए अम्नर्क छावफ अश्वयू कखि उबर तारणछव यवाछिएु 
_._ (एकन थग्यग दशल छठाव कालन मिरश रूकए कष्पोी कणि। कप कक 

एणाणदि शार्त गारण काएक शाए पिसें गुस जग सथरवाजय फना रश काजऐोव शुछाल ्ए 

एछाम््णव ऐेवस कि लकओआ। ४४७८६ . ४ शव 
»0७ा थाथि शथन छाशए७ था फुछ, उश्वन छाग्रात वन्‍कुवानयवला एछेष्माश्डट्ल णाणाएक 

एवम छानवाशा एफशाक - जश्नो णाग्रि नष्चछ काॉतयि। |. ««« *०« कक 

णात्रि जाग्राव कीछिंकलाटनलतल कशा वन एतफ़ाटठ छाटमायाओ। न ० र्श 


शवल थाष्ठाए-- 


>38 


>५९। 


ने | 


४ ४ बा 


एफसाला छाटमय काज़कर्म किडाटद कुताव छाटरव ग्ांग्रि छा' खाल पिए छाणशे। --« 
छागि शशन सत्न शाकि, अयाएे पाद्याय थरुछि मृष्छि छिक - जगे छाशि फाशे « « « 


णाग्ि शाटएदकक एछ्राशाल एटणु छाल वन झागय कावि छाहघय माशय सिरछत्क 
निनयीश लटल शान झुशु। श 


जागि अग्रन भत बच सावशतज़् कंकए नछ-म कसि एशजुलित शाम 
एलाटकला लाशुगःशे जाट मा। ००८ 
का काण कवात एछटशु वन्‍्युवानधवटमत अब ग्रिलनशिण काज कवएठ एवणी 
अप कंसि।| 5:४५ 


७ ७ 


 शा्यि एकाटया विखयु शा छाशि छा लुकान कवात नडन्‍्ए कणि। 


१ 


>७। 


एागि एन्माएणव ग्राउवन यूखए5 ७ विदणूज़व छत छाएनावाजि। 


रथ अग्रक्)त क्राण कला छानाटणभव झट लविशिमध्य७ शहशु दम अग्रछ्छ काऊ कंता 
प्रागशि बरस कलि। हट रत 
शाग्राव शथन एगुथ कल, प्रात्राव सन्‍्खुवा प्राग्राव छना मुः्श उयुछव कंचुक - 
4 णाशि छादे की 


१० 


« एश झव चथिडझिफिएछ अनछठासनतिकछापवणाश्े काज़ कृति उग्े मवाशे शुणागा 


१०१2 है। 


०00। 


80४8 । 


०8०0 ४९। 


8०0७] , 


808] 


$00[ 


६0७] 


8४०११ 


कटज़ इभ अब वजिणि्ि ए्ॉग्ि सर्जन कतफ बडन्म कसि। 

एत्मा क्राघ्न७ काज़कर्ग एउमावकी ७ नॉयिछालगा कवाब झूशान एनएनरे 
पात्मि छा काव शाकि। * 2४ ७२४५४ 

णात्ि छाद्राज्षडाप्व काज कुवचा बछनए कलि, हएठ एप्माता कि छावएला 
शा झावटला छा निएशु गाशा शाशाए्या बड्न्‍ण कशि जा। 

छाधि छाबाएमल फुलनाशू शाशु अब शाालाए्वरें शिछए्क शीन वरल झऋएन कणि। 
धामि माए-माशितु छ वासावाशकछा अएिएगु छलफ बशन्‍म कसि। 

दटश अग्रर झात्झ थाधि शा छफिएं एमनुलिए0 माझना एर्जन कवर छारे। 
छाधि नछुन सुन वन्‍्युु कम छात्नावाति। «० 

प्राधि छात्राव ऐैलणा ७ पमुद्धछितुलित्क विए्ज्लपन कल छाजावाजित। 
जन्‍्थुणु कवाव झुशान एनएनऐं पथात्रि छा काव एफलि।  -«* 

(पार) एकाए्गा झग्रझ्ाव अष्युधीन शतन णात्ाव उन्‍्युवा धाशातक झाशशा 


कणुक -- थगे णागि झाहे। ४८७ > 
दात्ि फाग्रात सन्‍्युवान्यवदमत छाम्म काल कया छाशे --: 


एफ प्ाद्राव ग्रशाग0णल अग्राएलाफना कऋून णएाशि णागाज़ गछाएछएव अवतफ 
शुद्धि- एप्श्ाएना लहनर कवलि। * ०७ 


जाग्रि फाग्राएदव वन्‍्युप्मव पछ्िठि निशएछ लश्लम कवि] ««* 


एात्या काज छशए)्आएशन छुल कल मिएफरक णाघायव एानज्ायी सन ऋणगा शशु। ««« 


पागि णाग्राव वन्‍्युए्तव आज गिलिए अभ्वर्क शजाश चवाश्वण७ छातनावामि। ' 


पाद्रि फाग्मात सन्युवान्यवज् माप अव किछुत पश्णीमाज़ इऐ - आड़े वर कुणि। - - 


थ्राग्रि णाद्राज्ञ ऐैऋणा ७ पनुदृछिशुलिए[क विण्नघन केयर छाएनावाजि। 
एशं अब एलाप्कप्णव णा्रि जुच्धा कयि फौष्मवय ए्नएूप स्यए्न एनछणशा णाणि 


। 


भष्टन्प्त कज्षि । बटर न्फे> 
सिछिन्य अग्रआात अध्युंथीन शरणन जाद्याव वन्‍्युज् कि ब़कग्न प्वाथ कदज, 
छा छाग्रि वुद्यए् फारे। ०० ० २४ 


ग्ब्जा 4 थे 
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बज़त् नाछाएूं- 


नल ०0 5 


४0७। छाशाल बन्‍्यवा णाशाल जमा एछाएं रछाएं उनशुए्ण्ल का कतुक - जाशे णाग्रि छारे। के 
एकफऐ_े णाअटल कि ऊूलाला था भा कला हझगे फछिएयु सशु, ऐश एकन एकानकिशू रकूचुए 
काश छा' ' फिणशुझें छाल दिक्तात कजा अन्य कणशि। 0 श्र 

80»9। शशत ममतप्ण एावब्शणु शाकि, प्ालत छजिशाफ कमी निन्‍शि कद अछन्‍्म कलि। कक 
विछितय वणिडिफिए छाद्याव लन्युटरू ग्प्क कि छाग्य का कल्य छा एात्न ट्शाके 
दवासाल रछ्त्ठो कशि। रे ० « उक 


श् 
४४०। आशर्शव शस पिएं शिफ्रक लुतिश्किफ कवा [हअबण टकात अब्लर्णज जगा जौकाल 
छाल ता अपिएश शिए्यु ण्रागि उट्लशकुछ छान स्वाश कखि। - « *० ० कक 
छीद्ि एब्णरूय एनूडूएि ७ ऐेटणणा विएब्लशन कवर अष्चन्प कंसि। ०४३८४ श्र 
»8७०७। एणागि गछ़ग नएहन लनन्‍्सुदु कऋुछ छाएावाजि। नल ५ कु 
(णाओ) दकाइना अग्रझ्माल अच्चुशीय शल णाशाल लन्युता जाशारक आशकबश् 
काजञुक - जे पाशि छाहें। का 25 4 कक शु 
४७» ९। एके एाइटल कि कझला शा जा कूचक्‍ाला रझजगे फिर सशू, इस टकुन एकानकतिछ कतर5 
ऊऋाश छा! फिएश्चरे छाल विष्ठाल कतवा अषछन्‍एर कचि। «५० 5:22 कक 
प्राग्रान वन्‍्युवा प्राशाव अति थूद छालवाओ दृसशाक - उछे छाश्ि छाशेी -«- थ्‌ 
४४७०। णाग्ि णाग्राव फीगनऐीएक जउद्यगछात्व झविमशार कतछठ छाशें शाप आाशाल 
नविकन्भयाशुलिव शूत उकठो लजिवर्णय ना साशियूशे जीवसण्रेप्क गम नाट्य 
अलिठानना कया शाजु] * क 
जाशात शश्न एम कल, छाशादर णाशायव वन्‍्युतवा पाशाव छा सुख 
प्रयुछढव कसुक - जज णाशि हाएें। - ०-० श्र 


४४8) एछर्क-विछर्क ७ उ)नफा-विताप ग्रिणेंगाणे काल जग एएयाला छाशातक फाकूक - 
आए जाशि छाडे। २३९5 सर 2054 कक 


णागाव लन्‍्युत एाशात ऊगा रछाएँ एछाऐ एातुजुप्ण्व काछ कूयुक - जे थादि ऊछारें। श्र 


४७४०| गाए उश्यग एकात्या का कखि शा थयाय्राव शट5 एस छाल झाखो एमाश शौकाल 
कला फेछ्ठित शट्ण काजि। की 


७ ० छ कक 
शशम एाणाल श्-्टजाज शावल शाहक, एणशाणशाल लन्यता णशाद्राव शृछि 
अशगझछि एरशाक छ जाद्यारु ऐेएफुन कतालव एछष्छो कलक - जछी एणागि छाझशे। श 
४४७। का काऊझ कताव एछश जवन्‍सवानसवप॒व आछ शिरटलणशित्न काज कल एवसकौ 
शछनप कलि 20775 ०५ कक 
एण्े प्राशमल ग्रछाश्णशछन अशाहलाछगा कछून ण्राति णागातल अाशरफएव अनफ शुछि+ 
एदशाहशा शछरफ काॉलि। पे श्र 


४७१ णाशि णाद्राद तन्सट्रय लाछि-एए अष्भार्क छावाफए बछूछ काले जब उाहछल 
वाछि-ए एक्स उद्मग दशान उाव कावन ग्रिर्श कफ रण कूलि। न» कक 


पाग्ि शा कवछ फाशे छा! शारफ एयाला क्रय, .एछाव जगा एफात्मक॒क 
स्थागारशार काव अुछाविए ककए फाझे 


बे. ४०४ श्र 

४७8७ शक्षत प्राशाव गरूमऊाजं शावान शात्क, णाशाल सन्सुवा प्राश्माव लुति अशजनुृद्ृफि 
ए्थाक ७ छाद्रातक ऐेदउन कवाय एछप्छो कतक - अं ज्राशि छाद। हक कक 
“आअश्षतत छनवप्सु एातब्शशु शाकि/ ऋलज छशिशाफ कर्शनछी फनिर्यशु कैश 5 
गछनपए कति। मु ४४-5५ र्श 
38०। णाणशि उद्रनग॒भव जुगु कूथञाछठ फाएशे एशनलिय ऐेडज एपप्ताव माझखा कावछ दशमओें। - - कु 
एकता छाए्णव काजकर्श किडाएत कखातल उाहपन्र छाति छा वतम पफ्िछत छाडें। रे 


नटवल नाहाए----+ 
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स्ड्लड ७७. पा 


गाशि शास्पदाक प्राशलव फ़रश छझाम चल झन काए फारएणस भआापफटय सिएफरक 
पगिलीर सरल आग झुश। की 7 प्कृ 


एन कात७ काजकर्ग उपावकी ७ नसिकन्थगाव कचाल अत्यान एनतलरं 
जामधि छा कटल शाक्ति। प 


>न« न्न्० ६4 है 

एश सेव ऋनय अछाजनं लवज्नस नतब्नावत जुति लन्‍्यछावानन्य, इस असल 
ऊनल काशशूछ्वौर७ जाति फज अजुरन कक भछन्‍म कूलि। न्‍ कक 
एकाध्या काऊ छशउमाव डुन कान श्िएफित्क णाशाव एनयाओी लाल शटणश रुश। श्र 
णजाग्रि जन्ाए्मव छबुद्ति ७ फेष्णणा शिएल्लशन कफ बछुनण कजि। बह कु 
विडिन्य बॉजिडिएि एशाकावला कूवात झशफा एसझें शान मिएकएक णाम्राज 
शगगशला लाल झशटन रशुशा। ४26 5 श्शु 
णात्ञाज्ष शशन एश्युथ कटव छाग्रातल लच्यता णाग्राव गा समझ उग्डव कतक - 

0 ,णागि चछ-प कूलि। 
अरणशर्शल शा शिशु निरणक शुछिष्कित कवा एलफा एकान मब्छ्य शबणाएा खीकाल 

कल या उपिए जिशएु जाति एनशकएछ छान एास कजि। शृ 
छात्रि शा कहुए फाशे छा" शाएर एह्गावा कटय छाल फना छाहरऋखक 
स्थागात्ग्राण कटतय शुद्धाथिए कखछाए छादे। अप ३7५ तक 
लिडिन्य लविश्िति एशाकाटवला कगाल फशठा एनडे वतन शित्केत्क णाशाव शणमगजा 
चल एवाय झजशु। ०0५ ४2३ श्र 

उीशलिरटरल प़ाधि अग्रात्लाछयगा कजठ छाटतलावाजि। कोड रू र 

एादि शाहएणलाक एणाशाव रछरणु डान वाल शटण काॉवि उाएफव आग्रटस ग्िए्णटक 
गिवीश वल ऋण शश। 32०7४ ८४०३७ 4 श्र 
एश अब ऋालय अछानतन ललमब्गत लवज्जावत अछि लन्‍्यछावाग्र्णय, एम अब 
ऋनत काशमछ्नीरछ ग्ात्मि एज शुशन कक्ए अक्न्‍प कंणथि। «०० कक 
वन्युवा एशूतिसाश बएुएन णात्मि उाणकक झआशशझशः कफ लकछूए काति। बन ० श्ृ 
प्राशि शादग्राय निए्णल फेप्णणा छ छउमुद् फिलुलिएक सिटंअुंशतन कया सलछन्‍र कसि। - « कक 
सलनन्‍्सुटटल छाझश कंजान एाशवथा उठाया एकात्या बानाट्य आऋश कण्त्े टलजटल णाशि 

छाह्ंटल शुएि अशनुछुणि एदशारफ छाएलावाशि न श्र 
एाशि एकॉंस अग्रझ्माल अख्युशौग एएल जाग्राल जन्सुवा छाशाए्क आशकझा कलुक - 

आज पाशि छाडें। ४3५६ धर कक 
प्राति ए्णव लुछि अरशु ७छ अशयमन छ फछिनील झट छारे। «० श्र 
रएश भव ऋनजड्रैेय ७ छटलव आह ग्ाशि फऊएिए एस आचुनिएछ एाएए पिएठ 
णाशि लए काला > *« न* कक 
तन्‍्सतरल एशश काम एशवा रकाट्या काबात्व छाता ऋम कष्पे एइचहन छाजि 
एउाशपव शुछ्ति अशनछफि स्प्थाएठ जाएनावाशि। * «५ श्ृ 
दरुश सुःअ-करणरें णाशाएक एडाल कला झऋशुटछ छा झतिय एछटशू जाशाव ग्रक्षनरे 
कालछ स्यणी। वी ४:30 2० कक 
जाग्रि णाग्राल लन्‍्स एप्व जि झाशण्णोें डाएलाज़ाआ एफ्थारएएठ छाएशें। «०० श्ृ 


अका काऊझ कंगाल ए़टणु लन्‍्सुवान्यव्रय अतछ यशेटनग्रिग काज कवत ट्वणी 
अशिलप कल >, के 8 83४ च्क्कू 
एाशि लगी फ्रामिजींश कजलाए, छ सठन शण का काचटत अछन्फण काँति। रच्प 


णात्म णाग्राव जनन्‍्युए्व वादि-तु अष्लर्क छावरफ चलकर कलि उबर ठाएफल जलाडि-ु 


एइकन वाग्रग एशाल उाव छावन ग्रि्शशु कवच रण कसणि। न तक 
उक्कें सवपनंत भुवागा काज #ठानूननणिक छात्व छानिए्यु शाछश्गबाव एछत्यू कत्तः णाश्ि 
सहन नसए़न काएज शा फिए एतलो लछन्‍ए कसित कि कक श्र 


अं 
हि 
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* शणाए णाशि बछ*पए कऊज्षित हल ०7००! 25००७ शु 


नए 0 आए 


एणादि अशञयाश्ु बफ़ान एाशाक्लवन्यवा णाग्रात्क वुसारठ ण्छ््फ़ो कंयुक छ णाशाद 


शुछि अशन॒छझठिमम्नन्य रफेक - उऐ्ी जाति छादं «०० * «०» 'क 
पाजि खठय गठन एलाजकूज़ अतछत ग्रिबतफ छाझे। * «० ५५० श्र 
एठफे णाग्राल गठाशठस अग्यालाछगा कछल णाजि णाशाव शाशरएल अलफ 

शुछ्षि> एमशाटगा बम कंसि! हक स् कृ 
णाणाल सेफेसल्पिय एवाक-गाग्रठाशू वा णाद्राव एाकाव चुफ्तिन किश्ू 

नूठयएु ७ चरणिवर्तना पज्ाझुक - जाये श्ात्रि छाशे «५ «०० श्र 
अध्णर्व, गया फिएु शिफ्ट लाताब्छेछ कया एनश एठान मऋश्छर्य वगाठा चौकाज़ कल 
था अपिश शितशयु णागि एलमाकुएछ छान स्यास कृथि। ००० कु 
शालज औरत दइछटबगल विछिलय जाशुनाश णाग्रि शाम कुछ छाएे] »« «० श 
णागि णाग्राव तनच्सामव फगा राज़ कहऋत फाशे। न *«« क्र 
परागाव कयनीश कारण शथग णाशि शा पफिशे ठा एजघ शा शछणा नर्णा-5 

काज काल शाशे ५८०५७ « पा शृ 
पागि एरशाएणव एनूड्ति ७ फेणा विए्लश॒वन कफ नणछन्‍| कसि। ३०० कक 
काएजज अगश्यु एदान लाझा छाघुक - उछल णाझ्िि फाशे जा। * ०» ५ 
पराशत बन्चूता गाशव छेगा एशऐ रशए एनूशाश्त रा कयूक - ये णात्रि छारशे। के 


एाशना काज शार0 एलघ् रुशु उाव ऊगा णाग्रि गिर्मिषे अग्रशुओदग्राल लयछ७छ राएज 
एन शाकदए बलछन्‍ए रुजि। ४:४७ * ७०२० 


श्र 
एए्साज जाग्रातह ट्॒णणा लाल ग्राम - उगी णाणि छाडहे «-«« 2५ तक 
'निर्यिषुदडाटत एगफ्रनंयरव का का थ्राग्रि शक्ल्फ खीजि। ««« ०्न्ण शृ 
ए्कान कक छूल काल ठाव जमा णाशालव वाकरि बाछणशा फेष्ठित तल झऋण कणि। कर 


इकान काछ कि छाहतल कलए शव किश्ता एकास अग्रझा कि डाटव अशाशान 


कूकाए शव छाव एकान नशे थूर्त ना एनटलछ पणाजञ्रि छाए इलाज शाकि। * ५ थे 
पागि ग्ाद्याव वन्‍इुष्णज पयूनठ शत झाएणें। स् मा झ् 
एपथरछ छाएना उद्रग अत एशणशुटरतव आछ पात्ि छुल एवफ्शाएर0 डातटलाशाशि। ««« श्र 
विषिन्तन लशिकिफिएछ पाद्राव त-धएल एक कि छाप का ककाय छा जाएन 

एशकरे ए्वाकाव रको कूणि। ' ४0378 ४ +# कक 
ए्ोण णाएलाछसाशु एप शुरुत 'कझए णाति नक्षन्ण कखि। «« ४7५६४ श्र 
णाद्याव उन्यूवा थ्राज्माव शुछि थूव छाएनावाझा एसश्ाक- जे यात्रि छारें। -«« कं 
जाग्रि पशोन फेलजना एमूंडव रूझाए छाएलावाजि। »+ ० *«« श् 


शशग ए्रमटष्श एावण्णशश शाकि, मतमज छविशाए काशाम छी निरश रूवाफ / 
भशन्प रूसि। दि 





रा] 0० कु 
एप्यूल्घव-अतक -आद्माफिक- काजरूज एश्ण अरुण -कयाए-पपरगि- -वछूम -कांशि[--...--..-- -४ 
विडिलतस लजिज्णिति स्माटाएपव्ना'कतज़ाज़ झशठा एनझे वाल ग्णिटिक णांग्राव : 
श-गया वन एवाथ झशू। «+ * ००० ; के 


एश झवब बडे ७ छेलगारम एशोग णीप्वस्हमय शासाना, एम जब सह ७ ऐेलनगाम व 
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नाएई कण अअजा 


णाओि छाजग्राज़ लनच्चार्व प्िझ्ि लिशाए बछ्न्प रूसित 


पाधि अनएजव काजए्ण शा ७छ गाना रिप्मातुक शफ््नाव विवयन अछुए७ 


जाएनावाजि। 


सलिछिलय नविशिछिट ए जागाव वन्‍्याणय 
एशहकशे एवाणाव एफ कूखि। 


एश अर शव आह छाग्राव झअ5छ राल था, रस्म अब ऋहुठल 


रूलाए अछ्ठ-न कूंथि। ६ ५४७ 


० 


& 9 9 ४8 


कि डाएव का कथाय उाव जाएन 


जाशि गाकऊँशन 


णाधि णाधि पाशए इनताह्टि या फमझ शऋाशाह्लि उद्यय एग्ऊझाशु णात्राव वच्चवा 


ऐेआशडल शत मलप छानवाओ एपशाक, अणे एागि अहम हुलि। 


# 9 ० 


एाया कारण छल शरल ठाव जगा णाशि एप एपाशालाब रूझुछ फादझे। «-- 


'ऋणासा एाएमा वूझरछ्य कि छाएन रूचाव छा गग्मि ताएट८व साल मिएए छादें। « « 
एके गणाज्माय् छतग्रात्न कबन्‍ल णाण्मि छाव शुफ्िणाय एसछणशा वछन्‍। रूख * २ 


पाशि एशाए्तय छूलगाशू थाशृ मद साबाततओें गित्काक शैय वल शान कूतिी। . « 


णाशालव शव कोल आएश शआएउव एाशिन रुशणु, उश्वन एम 
गे शाणशि छाए जा। 


>> 9 ० 





बनन्‍्थुता ए्जरि पाणू अएफुएस पताणि छाट्णहरकू शाशशा कज्त[ए 


शाहि एश काछझईें छा छिशे शा एठस छा इतन अम-्लान 
अभक्षन्प काति। +«- 


दागि झाल झाग दलगेटर एृलशटछ छाडे। 


ख्क्षु सललुक, 


शछ-प८ कुलखि। ००५ 


पशु रूऋझए 


बण 


एश झन करार उनादमत शा शणशणों मफ़्छा ७ एछ्रोत छतवकाल शरुशू, ऐश झव 


राज रकूएए गाशि अपर काॉथि। 


दशा रूएजरे पाणि झाए फिशे था एतस छा काझाय वजिशुणए्यय आर कखाए झाहे। «« 


अकाओआ पाश 


एपहुए छाप्ला जशवशव 
छाधनाडाओा 


रृश अब झाएज एाग्रि शा फिर एमबजुलिए्ठ माला उर्क्य कवाछ छारे। » ००५ 


कब 


स्थाएं उतकग्र सु किषछ्ठु कगा थात्रि बन कवि। 


9 # ० 


ए्ाछूभल आअतछ जाति छझजब स्वणाएउ 


#ग्म 


णाग्ि शाइवर कानएण शा छ उशण्ाश रिशशाएूुक शफऐ्रैया लदुएछठ छाएलावा्ि। « « 


पाशि छेछाउाउग फ्रेनशाम किप्दा शाएँक लिशर झारें। 


गाशि सागात लब्यः्झव एछाएँ एरशएं एवुशुए्रश राज कवूछ छाहे। 
एान किछझय लसिकन्भना कुसाव अद्मणु छाद्ि छाएदव झअछाशए शुरुत झूजि 


शत्मब शशाऊरशरएक एश्नव पाशाय शत्थण्णे धार्श एाएए। 


नह 
दी 


पाद्माव टेपप्रहेपम एवाण। जागछाशु ला णाग्राव एवाऊ॒काव जुकिन किश्ल 


मूछनजु छ थरजिवर्उन् एाझुठ - जे णांत्ि छाडे। 


बढ 


शान णाणि शगम कलि इश णाझाग वफ़्ला एव को छान काण कपयछ 


उशय झागि छल इस लाल छिए वश्वछ कृथि 


# 


स्खात्या राज शारठ एजश शुश छाह छा पात्रि सा अशणशुभीशार नवछ 


कारण एलज शारएं' लछ*प कलि। 


घातक जादि -अुणा कले ऐौव लुण्सर्मा कथएउ७ एाशात़ छान नाप्जा 


पागि एशोय फोलजमा एरयछझव रूज5 छाटलावाओि। 


] 


बह 


““- >ूश- अब एलाह्कापल पात्रि शुष्या कोॉव एाएएग्र एनएुफ प्मष्स ए्ाबछशा णाशि 


थष् तल कंशि।| है « 


व] 
* 


डे 


* <* * श्ड 


श <े 


शटज्ज़ चाछाशृु++ 
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छह । 
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#१३ 


$ १ ४ 


नश+ 08. 45 


एकफे गाशादठ एलग्राय कझूमल छाव बणिनाय शिए णातमे शछन्‍ए कवि] न्ब्ब 
शश्षग एगगशि छल शाकि, पाला छविशाए काशभछ्ौ सिशु यात्रि छाफ़ा एस | 
एरुफे दृमएछू पमिझ “ जग णाग्रि छाडे। ४5४02 न 
णा््ि णागशाज लब्यपणतव जाए अआरथधु झएए छझाडझे। *्ब » ९ « 
जे फार्ण शत र्मरणशाव जात छा कि छाव रकूशत शझटतव छाव अगिरुन्धना 

गशि कृत छपि। 583४ 


जात्रि बह़्य गएूबन एनाहकव झक्त ग्रिवहछ फाझें। *** * «० 
एकाबन इलशात काए्ज शत छिल गाशि छा अर्शजचाठातत बविण्छन्गर्डाय 
अह्िशु रूति। | 5 * दे २ 


णाणि हश टदाजझे बूनु कसि था एम छा दुणन रूझए अन्‍छ कापि। 
णाद्मि गाणाव एकल फेनय मवकाती फजिनिधनूलि आजिएशू बूष्ियृ 


जाशए छा लगाजि 5 ८० 
टआईशया 

'ाशाग एशजा ७ झुाख्श एवन डाटना/उक्िल्कैछ फ्रेछका बरर्िक्ला 4ऐेवक्श 
शठागए एलाशव कतुक - जऐे जाति छाहे। «० «५० 
छाग्ि एश रन राज जुश्व रूणि गा इन, छा रण अलशिकन्नया कएल 

७ बुजानुबुछानू एल शुश्िशु कथफ बष्टन्म कूखि। न*« » +« 
काजछ अचन्‍्य णाशानतल कि तकुश सावना छा! छादर बला झाशणि अहुूनप काॉति। . . « 
गणशि आजियू भूश्िए छा शशाणि्िंण्ोी झअशशु एथए बछफण कूणि।] » «० 
पात्ि णाशा उन परत शुएि शण्थण्ऐें छडाटलाराआ एसशारछ झाएें। ० «६ 
छाणि उद्ययशर फिम्िताय रूशा जल छाडे एशबुकिए रोफुक छ छझाएट्शाय 

छान हरछ ॥ हे 8. 7  +* ०७० कक. 9 + 


यकरे सहुगंव बुवाट्या झाण झुटा शाछशा एशए यागि यूछन नृठय विडिल्स 
धदनव काएण एछण्को छानिए्शू रण बछन्‍ए कवि * «० * ९ 


एट्गाज फैल कि लकश अछाव एशलएछ जज एप्थाल जटनाशे भुसु 
एाशि गारख गारण उठ्यक काज़ काल एमथफ अछपण झा। ०००८ 


एकाय काए या अग्रझ्माल अगाकण्णम णाज््मिि शप्ति लबि)छ७ दरश झिंक एतटण 


फेफेछि मा, छत छादएए एलान शाका आशि बछन्‍ए काजि। ».- ६ « 
णामि शशग एराश जक्मग्रात्वन शारे, उशग याशाएू झठाशे दृ८शक 

७ “शाशाय एछशण खिशू णाहलाछगा कक - जण्गी णाद्ि छाशे। 2 
णाशि उश्नशत शाएक ७ शशे बणुएफ बछ-पर कसि, शा एशॉस विणाएुए 

एठण जैकी लए छणशिका एएछ।| ५ ७:१० 
प्राशरव बछकछाए भा शएन यात्राव किए छुल झल, एानह्रक एकतल 

एंटाशाटवान कूशझछ डऐेैण्छा रुटय। 43 2« १528 


पापाव ौएकान डुन रन एररभावत छालतव छोगमाईहें उतकश शणशुएरछ, जड़े छावरए छाल 
दाह 


याशव अग्रनञ्नव लुच्च कतए ऐेच्शा कल स्थचूएना य्राति जागि दश एकफे ऐड फिएफ 
एणाशाव उन्‍्शुवान्णशवत् साय ग्रति जा परगुचछाओु पात्ि छाएफल लुछि. एव था। 


अशन॒ुद्ति जानाएए डानवाशणि[ 2४8४ ६३ 
णात्रि एलान किछ्ू अपष्ततनय शा 'फंम। छासि छा गुट चाल एफुलरएउ७ छडालवाशि। «« 
मृछ्न ७ एणिनत एडाजसानटश शा शावात्वव राकाएन छाज्ि स्थए७ जालवामित। -«« 
एगणतज़ा था पनएादुनणिक बन  ऋटन कटल | काज कया ग्रात्रमि नष्चन्म कृज्ि। - 
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जा+ई ७8९ फनाे 

एांयथि उठे राज़ सतत छा अज्भूर्ग ए॒जघ कपल, प्रगा णाथ अउक्ी ठाज णावण्ड 
कूया बछूप्त कलि| «४०० 28% री म 
'एशि कि कछता जा कछूता छा छिठ झवाव छाम्म अध्चूर्ग शाणीनछा नशूप रुणि। 
एौन सिशशुरु दान णरातलाछगा झटल छा शात्मि एजागा बहु रूजि। न ०० 


एगावा एठ कि छावटश ता एठाशक्ा शा कश्व शाण्ि णाशव शझिफतल शह 
काल एकानग किछ कूता नछ*ए रूखि| ५०226 


अग्रगम शुष्चण जाल शरुश एश काछवय फिसिधनथ एज एछवजग्राव कल एएलटछठ 
फेन्छा रूटल। ३५% ०० 


एणाश्ि प्राशुतु ७ वाशावाशकछा अंफिएएपु छला अछचम रुसि| ५५० 

पागाव जन्‍्शुता एमूसरियाशु बएुटल णात्रि छाहमत आशशा कया नछ्नम कजि। -«« 
स १ 

पात्नमि णाग्रात जन्सुष्यय थृछि विशुक्त श॒षयु शाकरउ बशन्म कलि। "५ 


पाशि नृछन यदुनंव छिल्‍ छिल्‍य राज कल अछन्‍प रूजि। * «० 
एोग्रि नृन सृछन वन्‍यूएु ज्शनलग ककए छानवाशि। **« ५० 


पाशाव शशन कि कवाव शहर, एथय छा छिक झिठ छाटव णावछछ कूगा 
अवश शठएन था छा एणश शष्छ छारए एलाज शाका जादि जछूए राॉलि]। ««« 
दाशि इसझे छाल शिव फछारे, एश झानव मछाणा शत प्रान्‍्ऊुलिक ७ 

नंवश्भटयत्र शुएि वन्‍्युझावानध्य। मा ब्ग 
एाण जाकर्शनीशणु रग्णुएरूव जाश एशनाए्मरणा ककए जाशाव शरृूव चछचछा  «»«« 
णाशि एणाशाल अए शी मअण्छद एाणातय समारश उन्‍्युछु ककाए छानवामि। ««« 
गाग्राय मह्ण रफल भा उंग्रग अब ग्रछाशछाक एणाशाव छाँशश कुछ 

डान नाएन। 38 80 «५४ 
णाशि गाशाल वन्‍्थुछव फ्िडिवल लिशछ छालवाजि। ० ०९ 


पात्रि पाग्माव वन्‍्युवान्यट्रव आएश फेशावडाटदव मफाजशर0 छल बन राति। . « 
अंक विश्णय एव छझाशु एंव उकऊन वाणि- की छाटत छावाए, एम विप्मशछाएव 
एयूश्ावत कता छाजि अक्षन्प कुवि। डा ००) 
नृछन गुछ्य ७ पिनत अत एडाछनालएव् वा शआावाएवय एफाकाएन णाद्रि 

स्थाफ छानवाजि। ४:5६ न <5 ४ 
पाशि मिछटक एशाव एालज्णश रकश इस एवस्शणु णाग्राव कि सकुश छावना 

झुए एअग़े छावएफ बछचनर्न कृवि। 

अकठ्गी ढाण भअगशाया कताए पात्ि गसिर्यीसिए अश्ाशुव नजछ शाकफए बच कुसित 
'तिछिप्य अग्रझाव अणछावीय शणयु इमझे अत अशमा गशान्य णाद्राव जन्‍्युवान्यवता 


की जग छावरए जउग्गी जाप एागि छानवाभि। पा है व 
दर्शोन ऐेशा्ण पाश्ि बहू कुखि। दा 2५ 
छागि एल शाहश एशलारगशगा काठ ७ एशाणत एाहाकवावशाज शिएवब्नशन 

काल एछशा शल्य काॉतित ४222 । ्म ५02 


णाणि इसछे झत एलाक शसिएयु श्राप कझुफ वतन कसि शहणत काजकूश 
शुप्नाएक णायि निछान्‍एशे ग्रृशीशि शअपन कूबि। ० ४7 


प्राग्रात तन्‍्सवानअववा विंडित्स वबिशिफिए की छाटद छलाव इअझ अख्यतस 
उांवशा व्यानी कत्ाएठ णाशि छानवातिा न्न्न्ः की 
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38०७ । 


न. की कण 


रएश अकल लच्यवान्यय गांशारक ग्राहक गमरण णाशठ कुछ बात छारछणय झा 


कमाए छानवाशि। »-८४ 5 ४५% कक 
पाग्ि शश्षत्न वार्श रुशे उश्न थाग्राव उन्‍्युवान्यववा एाग्राटक फेंद्मादिए कूयुक - 

या णाति नहबम कजि। रा 2 ** *« शृ 
णात्ि बजे ण गितीेश कक ७ सुन सुन ठाण कुसाफ अकछन्‍्म कणि। "५ - ष्कु 
एापि अग्मझ्ाय अच्चुशीय झून णाग्राव वन्सुता णागाव शुएि मशनुद्धृिणील इऐेक 

७ ताश्माएठ बूब्रए5 एछकको कतुरु - उछ णात्ि छाशे। "०० श्र 
एकान यौंशा वा अद्यझा अद्याशान रूद्फ शा वाजा अशानत जाशि छाए एसएज 

शाकछ अबशच्ए कवति। रे मु के कक 
णजाग्रान क्षसुला णागाय शुछि मणशु रफेक - जअप्ो आागि छाडें। "न ० थ्ृ 
एाशात एशणा ७ गझुाब्छ ततन डाएजा, एम्बुता “ « अशेयकरण ५ 
शअछाग्म ट्वाशव कझुक - जछ्ी णात्ि फाझे। «५» «५ कु 
एाशाव बन्यृग प्राशाव शुति थरूव छालवाओआ दएसशाक - अए पाशि छारें। «««» श्र 
एकऐे अग्रालाछगाव राज कुखल, यात्रि ठाएक जकमशाफ़ अशालाछगा 

कुजाठ बन क़जि! कि हक के कर 
णाश्ि शशन णाश७ था एस, ठश्न णाद्यात जन्युवान्यववा छेष्माश्छट्ल | 

एाद्मातुकु ८ुवर्र छानताझा एफ्थाक, अए णाधि बछन्ण कणि। * ५० 

जायि पाशातव उन्युप्तव शृएि शाशण्फें छात्नावामा ए्श्राह७ झाएे। » ५० कु 
प्रण्णवा पाद्राए्क एगछा उटल गानुक « अछे छाणि छाडे। ४ * ' श् 
करें धदनत्र भुंझमा काण अछानुननतिकछाएत छानिट्यु शाछघ्रात एछणृ । 
उलः छाद्मि जून नएून रात्ण शा फिए स्वणी वछन्‍्प कूखि। ४६५ कक 
शश्षन एकान ठशारिए यात्रि काज रूसि, पाद्राक कंशमिशिव रछशावशानल 

दिआएव निशुक्ष७ वा मिवाछनय कवा रफ़ेक - उठी पाग्ि छाहें। ८ रथ 
प्ाधि एश काजईें बुत कलि था एक्स छा एजश रूझए लषन्‍त कबज्ञि। ००. [के 
ज्राशि शा कवतठ फाहे छा! जाए पका काय छात ऊना छाएएलएक ' 
ए्थाभाए्माप्त कटव शुदालिफ कहाए झाएें। 22 ४25: [थ 
एशोन विश्वश्क एठान णाएलाछना झएल छा एथासा बश्ण रूाजि। र्क 


एरक-सिएर्ड ०20 0 30 गिठ्णरे कवाद जगा एनाता णागशरू छाकुक 
- पे पांगि 


थ 
पाधि उ05 फेछजिए शणशू नि एश फिनिशनश छूँएु एडऋ एफ्लए शेष्ण्छ कटया | कक 
फाणावा छाएरज काज़कर्णश कि छाएदव कण एेाशएल शणाग्रि छा काल फिट फाए्शे। श्र 

कु 


जाग्रि' णाशाव सनन्‍्सयुटप्तत बुति शहशष्फों छाटनावाओ एफ्थाएए फाहें। 
एकास खानाएव छल झटल एायगातव फेलल एसाप सा झालिदशु शित्कटक 


एसत्ाप्राटवाल कवाई एुशु शटन कझूखि। २ श 
घात छत एपरणशव सिछिल्य फाशइनाश णाद्ि लाभ कूऋझछठ फहाशे। 058 कक 
सनम काण छूस काल ठाव जगा णाशाव जाक्ति' बाछथा फोछेएछ लप्ल ० 
जान कंलि। ह बज चहल & ५० श्् पर 
स्कान झूाछ किछझाश्तल ककाए झाव किस्वा एाए्ना अशझा 'किछाटदव अग्मराथान कुछ 

शत छाल एकासन बथ शौज भा एइलटलछ णाशि छा एलसुज शाकि। ४५४६ कक 
प्श पु श-कण णाग्राकू एछाल का शणशुरझ॒ छा' ऋकतित एछएघू ग्राशात्र बझख्लरे 

करज़्ष् एयणी। मर के शक श्र 


अएज़नव़ चीफ 


जा कपे #+ 


४०० ऐश अल बडे छ साफिक रॉय 'टाटटस्दयत शुसारग, दुझ्भ अल लें ७ ब्रा नणुएठ 
तगि छहाॉलावाशि] ३04 


हा हिपओ कु 
शप्ति यशन ता काज कवि था णाशात आए छन छल्लजणग एसाब औदाय 
का फऐेछिए आशा दाति। दर्ज ही थ 
९०00॥। इताएना राए्छ एन शन छातव फंगा गगि एशर्ज र्ाजईवान कशए छाणशे। « « कक 
पाशि एशए्रव उूनसाशु जाशू अर जाभावडे-जनित्ाक शैग बल छऋथ रूणि। «« श 
४४8). पाति एश कारें शात फिऐं शा एक्स छा! रतन स्थान पिल्यु झाझए नछवए रूलि। के 
णज्राल एछश एचगमाकुएउ कंग छाजाशन एनाए्रझूगणय एगग्रि झाशशा रकशए छाडटे। «. थे 
४0० ९ णाशि नृएन सलातवत छिलन छिल्‍ काज कझ0त नछण कणि। न के 
णागि एकत्णा शुष्ति अपशू ७ मशनृद्धतिजीन ए"ए७ छाएे। *** श् 
९४0० गाशाल कतजनीशयु कात्ण शश्ग एाग्रि शा फिशें छा' रणशझ था शरछणा अर्चान्ठ 
काश काज शाहे। हे हक रे रू 
णाशाव एछश रूम छाजावाम एलारधात पादि आशश कह छाडे। रे श्र 
ए्रएट८ूतस मात्थ 
५08[ आशाजफिक काजरूदर्ण #07 शुरत रुएएछ गरादि नष्वन्त कलि। «०४ क 
एश अकलन जबच्चुतामन्सत णाशाक गाल जगाएख गए झतए जात एाएप्त झा 
कणाए डातनावाशि। ५ ड2प ०४ रे 
- ५00] एश झत शत आज पागाव गए एल भा, एस अल शा एाशि एकंशर 
कक अछच्प कालि। उ# ४४६ 200५ ७४ द्ृ 
आशाएक एाग्राव वन्‍्युवा विल्लाम कतूरझू ७ उा८व अग्रगा ७ एमविशात कुशा 
बलुक - जे एाग्ि छाशे। -.: ; 3: न श्र 
९0७] गाधि पउद्याषषव शुति झरफशु ७ मशजूद्धछिणील झए फाईे। * ०० क 
पराधि छूत छू ए्मणऐेए्क एमशए७ फाह़े। ५० «६ रथ 


५0१ पजागि शुछ्लिए गिशुग र्माम छलठ बछनन्‍म कृति उछर दृश शशऊक काज कवा णागद्माव 
शूवुजयदतत शत विभिमरष्यए शदु एम अग्रक् झाज रूता णाद्ि नछन्‍्प काये जा। » »« के 
पागि नृछन नृछ्न शझागाएनव स्ाशाक-णामाक छ नृठउन सदानव एाप्ग्रा् 


ऐनाटर्म एम शुश्न कछझाए चछूए कखि। 002 थृ 
५४0७ एश कएाएजरे शा फिंशे गा एकूण छा ठटझाय बॉवजशुंग मश्जाटय कएछ छझाशेा कक 
शाज्माव हेरनन्फिन एवाफ-बाग्रछाशु ना 'णाय एवछकाल खु्िन कि नृठ्नएु 
७ अविवर्धय एाझुक - जे आशि छाणे। 203 ४४ र्श 
९0०। एररशएए छाना उशनगश एम आतशय शिए्एए पग्रि 
नछ"पए काति। ५ ५ 258. , >उेड 
णजागि बजौण शितीश कला ७छ गहन गठन काज़ कठाए लक्षण कि]. «««६ श्र. 
९७०। पाग्राव शथन छायछ आएश ग्ररएव एछाग्रित रणु एशग टम किष्ठु बनुक - जी 
णाहि बहुण कखि जा। +« कक 
पराशि जूछन बृछन झाजाए्नव त्याशाकूएणामाक ७ नृष्य सदुनव पाए्ग्राप्त ऐेलाएम 
फण शुरग कब बछनन्‍्म कसा ७२७ ४:४8 श्र 
"0४ ७।.. णाद्राव एकश एएजशाकुठ रूग्र छाजागान एनलाएकरझव छाप्रि आशशा रूतठ फाझश। कक 
एश झाजरे णाशि आुलु काति गा एक्स छा एणश करत अछच्ण कथि।| ६०२ हा 
५४५. छात्र छूब सए्रणनव शिछित्य जायुनाय एाग्रि वाभ कझए छाडे। ४५४7... 'खट ५ 


मिर्विघुडाव एफामझछण यटव काज कया शादि वछ्नम रूखि। न्ड्न न्थ 


नटवज़ बाएाफु-+ 








ब्ब्लाए... के. गा 
द्ृ 
३४४७ यमि पाग्राव एढाशाछ छशन कुयाए रब ताधि णात्त एशके अत किछ । 
भजतिक लगा का रशतठ बछच्८ काति। की न क' 
एकाय थौंगा ण अग्यण्म अशायान कहए जा जावा बश्शीनफ एाग्रि छठाएए एलतन शाकि। अश्व 
है 
५88 एशरशूमात आकर लन्सुतु रूतए छाएनावाओ। * ०० #2208 कु 
दएश राजऐैयू शठ एछिशुदि छा एणघ् काल एाति पं कारण शात फिट झाें। शु 
४४७॥ रझाव७ अध्णण्स याद्याल कि उठझ थालता छा! छाहक उला 'ताशि अफन्‍प काति | कक 
काएजत अशपु शाशा बाएशे - जी थाशि फाझे जा। ५-०५ न शृ 
९०३७ गाणि छाभाव जन्युतान्‍्शगाणत शुछि किछुणे नश्लाछितु एसम्शाटया बछनण काोिा_ | कु 
ए्ाहएप्रव आछ आग्राफिक काजरुत्य फरण अजुश्न रऊुझए णशादि बवछनए फि ..« श 
९४१ गपाधि नृठ्य जून शर्त उत्छ ग्रिजए फादे। "५ 7 
एफलश0ए छाहना उश्मयं्भन रणशृत्मक्र आशा पिन जॉंगि बशन्‍प कंणि। »«« श्र 
१६४७] एकाव यौंगा था अग्रगा अशाशायर रूएए जा ज्ञात नशा आशि छाए दल शा ह 
अडन्प काति। ४:०7 जे लक क्ल्। 
णाशि एशशूणतव अछ् सनन्‍्धुपू कव॒फ अछन्‍्म काया * यु 
९७०७! एाशि णाशाव टौस्िकिलाएइनतय रुशा हाल एलछादफए लछूम कालि। » «० क्र 
एश अब शकिशेणेश एशोन छझाट्तएनव शाशाण इअ अब शकि-ऐरैेशोत रुशा वलदठ 
७ शरण एश्ि छाएनावाशजि। «३ ००० रश् 
5९०|  शाना एवाजाव झछा काछ कव एफाछत सिरशु शात्िि शफिफारी कफ 
उाएलावाजि। ५५६५४ 202 4:25 तक 
एश शर शाक्रिफझेरेशु एशौन ऐछ्राहवारत शायागा इअ अत शाय+हैणेय कशा ८ 
शलाए ७ जुझुत ण्राशि छाएलावागि। «० 22% श्र 
९९०] गाशाए शाग्राव उन्‍्यूता विशाज्म कतुक छ एात्छव अग्मझ्गा ७ उश्युतिय्ात कशा 
शलूुक - अशे णाशि फाशेी। '... 2५ ४४४२ कर 
दि शववत काजत्णक रहा छ एाणाणश दिश्याणजुक शफ््यात लिवजन नफुए5 । 
अछञत कवि। ४.७६४ डे ४ पूर्ण: <४ ५४ & " 
3९९३. एात्रि जून वृष्य शाभगाटरव एलाशाक-एणामाक ७ नृषन यबनन्न प्राए्श८ । 
छेनलात एन शुश्व कवाए नछ्न्‍्ण ऊुणि। 2 20608 « | हर कु 
एके अग्रात्याछनात राज काल णाप्रि एाक उम्मशफ अग्याललाछना कल 
अछरूपए ऊका्तित न+ ५०००५ 22९६ श] 
' ! 
५२९० काजय अशयण जाशा बाशे - उठी राशि हाएे गा। क 5 ४:४६ 
जाधव उश्वव कावछ भातश शऋएठजव एशग्चित शशू छशन रु किट्ठू शलृक, अर क 
थाग्रे ण्मि बछन्प कलि शा। ८ न 





९५९8 एश अब शकि-शेणेशु ए्ोव णाततकटनत शाशानशा एस अब शाक्तिेणशोत् कश वन 
७ आअगएछ णएाजि झाएावाणा २7७४३ री कं 


एकफऐ गाशाएक एालग्रान छुच्तल ग्रात्ि छाव अएिप्णाय एश्णछशा फेछ्ठित वटल शझटन कसि। - थ 
९९७] पाशि साछुछाशिएु ७ वाया-वासकछा अपिएशू छलए नछन्‍ू कूसित 


शाव्री प्दाकाव शा का राज़ छाएपय सिर णाणि शकि-शेरी कूऋछ 
उाततावानजि। ९४८६ 3 ३४३३ थे 


न्न्छ कु 
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